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4. Funciones Trigonométricas

4.1 Introducción
La trigonometrı́a es la parte de la geometrı́a que se dedica al estudio de las razones entre los

lados de un triángulo y sus generalizaciones angulares a cuerpos más complejos. Se aplica directa
o indirectamente en aquellos problemas donde se requieren medidas de ángulos de gran precisión.
En este tema revisaremos las funciones trigonométricas y sus propiedades más relevantes, ası́ como
diversas ecuaciones y situaciones prácticas en las que aparecen.

Un problema muy sencillo que surge habitualmente es el cálculo de la longitud de uno de los
lados de un triángulo dado a partir de otro de los lados y ángulos de ese triángulo. El concepto de
razón trigonométrica nos relaciona los ángulos de un triángulo con sus lados.

Consideremos la figura adjunta en la que se muestra una circunferencia de radio r y un triángulo
rectángulo de hipotenusa r y catetos horizontal x y vertical y junto con el ángulo a del vértice que
pasa por el centro de la circunferencia.

Se tienen las siguientes razones trigonométricas:

sena =
cateto opuesto

hipotenusa
=

y

r
.

cosa =
cateto adyacente

hipotenusa
=

x

r
.

tga =
cateto opuesto

cateto adyacente
=

y

x
.

cotga =
cateto adyacente
cateto opuesto

=
x

y
.

x
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Las razones trigonométricas seno (sen), coseno (cos), tangente (tg) y cotangente (cotg) se definen
como funciones del ángulo a , el cual puede tomar cualquier valor real.

Función seno: El seno es una función trigonométrica definida para cualquier número real de la
variable angular a y todos sus valores están comprendidos en el intervalo [�1,1].

Propiedades de la función seno: para todo a 2 R
�1  sena  1.
sen(a +2p) = sena: periódica con periodo 2p.
sen(�a) = �sena . Es decir, es una función impar (cambia de signo si el argumento lo hace).
sen(a +p) = �sena.
senak = 0 si ak = kp, 8k 2 Z. Esto es, los ak son los ceros de la función seno.

Función coseno: El coseno es una función trigonométrica definida para cualquier número real de la
variable angular a y todos sus valores están comprendidos en el intervalo [�1,1].

Propiedades de la función coseno: para todo a 2 R
�1  cosa  1.
cos(a +2p) = cosa: periódica con periodo 2p.
cos(�a) = cosa . Es decir, es una función par (no cambia de signo si el argumento lo hace).
cos(a +p/2) = �sena .
cosak = 0 si ak = p

2 + kp, 8k 2 Z. Esto es, los ak son los ceros de la función coseno.

Función tangente: La tangente es una función trigonométrica definida solo para números reales a
tales que a 6= p

2 + kp, para cualquier k 2 Z. La imagen de la tangente es todo el conjunto R.

Propiedades de la función tangente: para todo a 2 dominio(tg)

tga =
sena
cosa

.

tg(a +p) = tga: periódica con periodo p.
tg(�a) = � tga . Es decir, es una función impar (cambia de signo si el argumento lo hace).
tgak = 0 si ak = kp, 8k 2 Z. Esto es, los ak son los ceros de la función tangente.

Función cotangente. La cotangente es una función trigonométrica definida solo para números reales
a tales que a 6= kp, para cualquier k 2 Z. La imagen de la tangente es todo el conjunto R.

Propiedades de la función cotangente: para todo a 2 dominio(cotg)

cotga =
cosa
sena

.

cotg(a +p) = cotga: periódica con periodo p.
cotg(�a) = �cotga . Es decir, es una función impar (cambia de signo si el argumento lo
hace).
cotgak = 0 si ak = p

2 + kp, 8k 2 Z. Esto es, los ak son los ceros de la función cotangente.

En la figura 4.1 de la página siguiente se representan las gráficas de las cuatro funciones
trigonométricas anteriores. El ángulo a que aparece en esas gráficas está medido en radianes.
Recuérdese que un radián es aquel ángulo subtendido desde el centro de una circunferencia de
radio r por un arco cuya longitud es igual a r. La relación entre radián y grados es: 1 radián
= 180�/p ' 57.29577951�. La equivalencia entre algunos ángulos importantes expresados en grados
y en radianes: 180� = p radianes, 90� ⌘ p

2 radianes 45� ⌘ p
2 radianes y 30� ⌘ p

6 radianes.
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Figura 4.1: Gráficas de las funciones trigonométricas (a) seno; (b) coseno; (c) tangente y (d)
cotangente en el intervalo [�2p,2p].

Fórmulas trigonométricas: Las funciones trigonométricas satisfacen un conjunto de identidades
y relaciones, para cualquier valor a 2 R, que simplifica mucho su manejo. Algunas de las más
importantes se recogen a continuación:

sen2 a + cos2 a = 1.
sen(2a) = 2sena cosa.
cos(2a) = cos2 a � sen2 a .

tg(2a) =
2tga

1� tg2a
.

sen2
⇣a

2

⌘
=

1� cosa
2

.

cos2
⇣a

2

⌘
=

1+ cosa
2

.
sen(a ±b ) = sena cosb ± cosa senb .
cos(a ±b ) = cosa cosb ⌥ sena senb .
asena +bcosb =

p
a2 +b2 sen(a +b ), con a,b 2 R.

Ejemplo: Mediante las fórmulas anteriores podemos demostrar muchas otras identidades trigo-
nométricas, como la siguiente:

sen6 a + cos6 a = 1�3sen2 a cos2 a, para todo a 2 R.

Para ello, recurrimos a la identidad sen2 a + cos2 a = 1, de donde se deduce que si la elevamos al
cubo y recordando el desarrollo (a+b)3 = a

3 +3a
2
b+3ab

2 +b
3, se obtiene

�
sen2 a + cos2 a

�3
= 13 ) sen6 a +3sen4 a cos2 a +3sen2 a cos4 a + cos6 a = 1 )

sen6 a +3sen2 a cos2 a
�
sen2 a + cos2 a

�
| {z }

=1

+cos6 a = 1 ) sen6 a + cos6 a = 1�3sen2 a cos2 a.
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Funciones trigonométricas inversas: Las funciones trigonométricas anteriores poseen funciones
inversas definidas sobre ciertos intervalos. Si, por ejemplo, x = seny, entonces y = arc senx representa
el ángulo cuyo seno es x. Como la función seno es periódica, existen infinitos valores para y que
satisfacen x = seny, por lo que hay que seleccionar un intervalo adecuado para y, son los llamados
valores principales. De manera análoga, se pueden definir funciones trigonométricas inversas
para cosy, tgy y cotgy, denotadas por arccosx, arc tgx y arc cotgx, respectivamente. Indicamos a
continuación algunas de las propiedades más importantes que cumplen los valores principales de las
funciones trigonométricas inversas:

sen(arcsenx) = x para �1  x  1.
cos(arccosx) = x para �1  x  1.
tg(arc tgx) = x para �• < x < •.
cotg(arc cotgx) = x para �• < x < •.
�p

2  arcsenx  p
2 para �1  x  1.

0  arccosx  p para �1  x  1.
�p

2 < arc tgx < p
2 para �• < x < •.

0 < arc cotgx < p para �• < x < •.
arcsenx+ arccosx = p

2 para �1  x  1.
arc tgx+ arc cotgx = p

2 para �1  x  1.
arcsen(�x) = �arc senx para �1  x  1.
arccos(�x) = p � arccosx para �1  x  1.
arc tg(�x) = �arc tgx para �• < x < •.
arc cotg(�x) = p � arc cotgx para �• < x < •.
arcsenx = arccos

p
1� x2 para 0  x  1 y arcsenx = �arccos

p
1� x2 para �1  x  0.

arcsenx = arc tg
⇣

xp
1�x2

⌘
para �1 < x < 1.

Las funciones trigonométricas inversas aparecen muy frecuentemente en la resolución de ecua-
ciones trigonométricas como veremos a continuación.

Ecuaciones trigonométricas. La resolución de ecuaciones que involucran funciones trigonométricas
se basa, principalmente, en la aplicación de alguna de las propiedades y fórmulas presentadas.

Ejemplo: Resolver la ecuación 2 tga �3cotga = 1.

Procedemos del siguiente modo

2tga �3cotga = 1 , 2tga � 3
tga

�1 = 0 ) 2tg2 a � tga �3 = 0.

Si definimos la variable z = tga , entonces la ecuación se reduce a una ecuación de segundo grado
2z

2 � z�3 = 0. Aplicando la fórmula cuadrática, las dos posibles soluciones son

z =
3
2

y z = �1.

Entonces, deshaciendo el cambio de variable, concluimos que

tga =
3
2

y tga = �1 , a = arc tg
✓

3
2

◆
+ kp y a = arc tg(�1)+ kp, 8k 2 Z.

La ecuación 2 tga �3cotga = 1 tiene una infinidad de soluciones que pertenecen al conjunto:
⇢

a 2 R tal que a = arc tg
✓

3
2

◆
+ kp y a = arc tg(�1)+ kp, 8k 2 Z

�
.
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4.2 Problemas Resueltos
1. A partir de las fórmulas de adición de senos y cosenos, deduce la fórmula:

tg(x+ y) =
tgx+ tgy

1� tgx tgy
.

Solución: Utilizando el hecho de que

tg(x+ y) =
sen(x+ y)

cos(x+ y)
=

senxcosy+ senycosx

cosxcosy� senxseny
,

donde en el último paso hemos empleado las fórmulas de adición de ángulos del seno y el
coseno, si dividimos numerador y denominador por el factor cosxcosy, llegamos finalmente
a la expresión buscada. Es importante señalar que para que dicha expresión sea válida es
necesario que cosxcosy 6= 0.

2. Encuentra una fórmula para expresar sen(3a) que dependa únicamente de sena .

Solución: Comenzamos utilizando la siguiente identidad trigonométrica

sen(a +b ) = sena cosb + cosa senb ,

con b = 2a , de modo que se tendrá

sen(3a) = sena cos(2a)+ cosa sen(2a) . (4.1)

Si ahora empleamos las fórmulas para el ángulo doble

sen(2a) = 2sena cosa , cos(2a) = cos2 a � sen2 a ,

y las sustituimos en (4.1), obtendremos

sen(3a) = sena
�
cos2 a � sen2 a

�
+ cosa (2sena cosa)

= sena
�
1�2sen2 a

�
+2sena cos2 a

= sena
�
1�2sen2 a

�
+2sena

�
1� sen2 a

�

= sena
�
3�4sen2 a

�
,

donde hemos hecho uso de la identidad cos2 a = 1� sen2 a para que únicamente apareciera
la función sena . Observemos que la última expresión encontrada solo depende de sena .

3. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) cos2 a �3sen2 a = 0. b) sen2 a � cos2 a =
1
2
. c) sen(2a)cosa = 6sen3 a.

Soluciones: a) Para resolver la primera ecuación trigonométrica podemos hacer uso de la
identidad cos2 a = 1� sen2 a con objeto de que solo aparezca la función sena . Al hacerlo, la
ecuación resultante es 1�4sen2 a = 0. Esta ecuación se puede escribir en la forma

sen2 a =
1
4

) sena = ±1
2

.
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Por tanto, las posibles soluciones corresponderán a aquellos ángulos a+ y a� para los cuales
la función seno sea igual o bien a 1

2 o � 1
2 , respectivamente. Esto ocurre para los siguientes

conjuntos de valores

a+ =
p
6

+2kp, a� =
5p
6

+2kp,

donde k 2 Z es un número entero cualquiera (positivo, negativo o cero). Observamos pues que
la ecuación cos2 a �3sen2 a = 0 posee dos conjuntos infinitos de soluciones.

b) La ecuación sen2 a � cos2 a = 1
2 se puede escribir de una manera más conveniente em-

pleando la identidad sen2 a � cos2 a = �cos(2a). Por tanto, debemos hallar lo valores de a
para los que se cumple que

cos(2a) = �1
2

.

Esto sucede cuando 2a = 4p
3 radianes, ası́ como para todos aquellos ángulos dobles que

difieran de 4p
3 radianes en un múltiplo entero de 2p radianes. Es decir, todas las soluciones de

la ecuación de partida vendrán dadas por el conjunto infinito de valores

ak =
2p
3

+ kp ,

donde k 2 Z es un número entero cualquiera (positivo, negativo o cero).

c) Comenzamos haciendo uso de la identidad trigonométrica sen(2a) = 2sena cosa , de
modo que la ecuación de partida se convierte en

sen(2a)cosa = 6sen3 a ) 2sena cos2 a = 6sen3 a .

A continuación, utilizamos la identidad cos2 a = 1� sen2 a con objeto de que solo aparezca
la función sena en la ecuación. Simplificando, obtenemos

2sena
�
1� sen2 a

�
= 6sen3 a ) 4sen3 a � sena = 0 .

La última ecuación se puede factorizar como
�
4sen2 a �1

�
sena = 0 ) sena = 0, o bien, 4sen2 a �1 = 0.

El primero de los casos, sena = 0, se cumple si ak = kp , siendo k 2 Z un número entero
cualquiera (positivo, negativo o cero). El segundo de los casos, sena = ± 1

2 , se satisface si
ak = ±p

6 + kp , con k 2 Z un número entero cualquiera (positivo, negativo o cero).

4. Sea t = tg
�a

2
�
, con a 2 R. Deduce entonces las siguientes identidades:

tga =
2t

1� t2 , sena =
2t

1+ t2 , cosa =
1� t

2

1+ t2 .

Solución: Estas tres identidades son de gran utilidad cuando sea necesario realizar cambios de
variable para las funciones trigonométricas, por ejemplo, al calcular integrales. Comenzamos
deduciendo la primera de ellas. Para ello, utilizamos la identidad para el ángulo doble

tg(x+ y) =
tgx+ tgy

1� tgx tgy
.
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Si elegimos x = y = a
2 , entonces

tg
⇣a

2
+

a
2

⌘
=

tg
�a

2
�
+ tg

�a
2
�

1� tg
�a

2
�

tg
�a

2
� ) tga =

2tg
�a

2
�

1� tg2
�a

2
� .

Como t = tg
�a

2
�
, se encuentra fácilmente de la última relación que

tga =
2t

1� t2 .

Para deducir la segunda identidad, partimos de la fórmula para el ángulo doble

sena = 2sen
⇣a

2

⌘
cos

⇣a
2

⌘
,

que, por conveniencia, podemos rescribir de la siguiente manera

sena =
2sen

�a
2
�

cos
�a

2
� cos2

⇣a
2

⌘
) sena = 2tg

⇣a
2

⌘
cos2

⇣a
2

⌘
,

donde hemos supuesto que cos
�a

2
�

6= 0. Dado que

tg2
⇣a

2

⌘
=

1� cos2 �a
2
�

cos2
�a

2
� ,

y t = tg
�a

2
�
, despejando cos2 �a

2
�
, encontramos que

cos2
⇣a

2

⌘
=

1
1+ t2 .

Por tanto, de
sena = 2tg

⇣a
2

⌘
cos2

⇣a
2

⌘
) sena =

2t

1+ t2 ,

que es la segunda identidad que querı́amos deducir.

Finalmente, la última identidad se sigue de la fórmula para el ángulo doble

cosa = cos2
⇣a

2

⌘
� sen2

⇣a
2

⌘
) cosa = 2cos2

⇣a
2

⌘
�1.

Puesto que cos2 �a
2
�

= 1
1+t2 , entonces se concluye que

cosa =
2

1+ t2 �1 =
1� t

2

1+ t2 .

5. Sean a,b,c y d números reales que satisfacen las siguientes condiciones:

a
2 +b

2 = 1, c
2 +d

2 = 1 y ac+bd = 0.

Hallar el valor de ab+ cd.

Solución: Este problema no parece involucrar funciones trigonométricas, sin embargo se
puede resolver haciendo uso de las mismas. Para ello introducimos las cantidades

a = sena, b = cosa, c = senb y d = cosb .
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Es claro que dichas definiciones cumplen automáticamente las condiciones a
2 + b

2 = 1 y
c

2 +d
2 = 1. Por otro lado, de la tercera condición, tenemos

ac+bd = sena senb + cosa cosb = 0.

Utilizando la identidad trigonométrica cos(a �b ) = cosa cosb + sena senb , se sigue que
cos(a �b ) = 0. De modo similar, la expresión cuyo valor se pide, es igual a

ab+ cd = sena cosa + senb cosb ) ab+ cd =
1
2

[sen(2a)+ sen(2b )]

donde hemos utilizado la fórmula del ángulo doble para cada término sena cosa y senb cosb .
A continuación, vamos a emplear más identidades trigonométricas para transformar la última
expresión en otra que nos permita encontrar el resultado buscado. Consideremos

sen(2a)+ sen(2b ) = sen [(a +b )+(a �b )]+ sen [(b +a)+(b �a)]

= sen(a +b )cos(a �b )+ sen(a �b )cos(a +b )

+ sen(a +b )cos(b �a)+ sen(b �a)cos(a +b )

= 2sen(a +b )cos(b �a) ,

donde hemos usado que sen(a �b ) = �sen(b �a) para simplificar. Concluimos que

ab+ cd =
1
2

[sen(2a)+ sen(2b )] = sen(a +b )cos(a �b ) = 0 .

6. Dos carreteras de anchura L se cruzan entre sı́ subtendiendo un ángulo a entre ellas (figura
inferior). Se desea cubrir la zona de intersección entre ambas carreteras con una capa de
hormigón asfáltico (u hormigón bituminoso) de espesor constante h. Si la densidad (ma-
sa/volumen) del asfalto la denotamos por r , encuentra una expresión para la masa total M de
hormigón asfáltico que se necesita para cubrir toda la intersección en función de r,h,L y a .

L

<latexit sha1_base64="wz9ORUDFI4CMwO5wKbF3kZUkZW8=">AAAB6HicjVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHaBNBYWCZgPSI6wt5lL1uztHbt7QjjyC2wsFLH1J9n5b9xcLFQUfDDweG+GmXlBIrg2rvvuFFZW19Y3ipulre2d3b3y/kFHx6li2GaxiFUvoBoFl9g23AjsJQppFAjsBtPGwu/eodI8ljdmlqAf0bHkIWfUWKl1PSxXvKqbg/xNKvUa5GgOy2+DUczSCKVhgmrd99zE+BlVhjOB89Ig1ZhQNqVj7FsqaYTaz/JD5+TEKiMSxsqWNCRXv05kNNJ6FgW2M6Jmon96C/E3r5+a8MLPuExSg5ItF4WpICYmi6/JiCtkRswsoUxxeythE6ooMzab0v9C6JxVvVr1slWr1BvLNKAIR3AMp+DBOdThCprQBgYI9/AIT86t8+A8Oy/L1oLzOXMI3+C8fgBJpo1U</latexit>

L

<latexit sha1_base64="wz9ORUDFI4CMwO5wKbF3kZUkZW8=">AAAB6HicjVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe4koHaBNBYWCZgPSI6wt5lL1uztHbt7QjjyC2wsFLH1J9n5b9xcLFQUfDDweG+GmXlBIrg2rvvuFFZW19Y3ipulre2d3b3y/kFHx6li2GaxiFUvoBoFl9g23AjsJQppFAjsBtPGwu/eodI8ljdmlqAf0bHkIWfUWKl1PSxXvKqbg/xNKvUa5GgOy2+DUczSCKVhgmrd99zE+BlVhjOB89Ig1ZhQNqVj7FsqaYTaz/JD5+TEKiMSxsqWNCRXv05kNNJ6FgW2M6Jmon96C/E3r5+a8MLPuExSg5ItF4WpICYmi6/JiCtkRswsoUxxeythE6ooMzab0v9C6JxVvVr1slWr1BvLNKAIR3AMp+DBOdThCprQBgYI9/AIT86t8+A8Oy/L1oLzOXMI3+C8fgBJpo1U</latexit>

�

<latexit sha1_base64="MkfOkHkmfdmM7hc88RWA6Mq0erI=">AAAB7XicjVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQL0FcvEYwTwgWULvZDYZMzuzzMwKIeQfvHhQxKv/482/cbLxoKJgQUNR1U13V5QKbqzvv3uFldW19Y3iZmlre2d3r7x/0DYq05S1qBJKdyM0THDJWpZbwbqpZphEgnWiSWPhd+6YNlzJGztNWZjgSPKYU7ROavdRpGMclCtB1c9B/iaVeg1yNAflt/5Q0Sxh0lKBxvQCP7XhDLXlVLB5qZ8ZliKd4Ij1HJWYMBPO8mvn5MQpQxIr7UpakqtfJ2aYGDNNIteZoB2bn95C/M3rZTa+CGdcppllki4XxZkgVpHF62TINaNWTB1Bqrm7ldAxaqTWBVT6Xwjts2pQq15e1yr1xjINKMIRHMMpBHAOdbiCJrSAwi3cwyM8ecp78J69l2VrwfucOYRv8F4/ADGej5w=</latexit>

Solución: La masa total M de hormigón asfáltico que nos piden es igual al producto de su
densidad, r , por el volumen V que ocupa la zona de intersección entre ambas carreteras. El
volumen será V = hA, donde A es el área de la zona de intersección. Dicha intersección tiene
forma de rombo, tal y como muestra la figura superior. El área A de un rombo es igual a su
altura por la base. La altura del rombo es L mientras que la base tiene una longitud igual a

L/sena . Ası́ pues, A =
L

2

sena
y el volumen correspondiente V =

hL
2

sena
. Concluimos entonces

que la expresión buscada para la masa total de hormigón asfáltico es M =
rhL

2

sena
. Nótese que

cuanto menor sea a , mayor será la masa M.
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7. Como consecuencia de las altas temperaturas registradas durante el verano, uno de los raı́les
de un tramo de vı́a ferroviaria, que tenı́a inicialmente una longitud L (en llano), se alarga
dL. Supongamos que los extremos del tramo que se dilata permanecen fijos y que dicho
tramo se deforma dando lugar a un arco de circunferencia (ver figura inferior). Se desea
encontrar una relación que permita determinar la altura máxima h que se elevará el centro
del raı́l con respecto a la horizontal. Para ello, hay que deducir primeramente una ecuación
trigonométrica correspondiente al ángulo f que subtiende el arco de circunferencia que forma
el raı́l flexionado y después relacionar f con h.

a) Demuestra que la ecuación trigonométrica que proporciona el ángulo f que subtiende el
arco de circunferencia que forma el raı́l flexionado es:

2(L+dL)

L
sen

✓
f
2

◆
�f = 0 .

b) No es necesario que resuelvas la ecuación trigonométrica anterior. Deduce entonces que
la relación que guarda la altura máxima h con el ángulo f viene dada por:

h =
L

2
tg
✓

f
4

◆
.

Solución: a) Consideremos primeramente el radio R del arco circular que describe el abomba-
miento del raı́l. Sea f el ángulo que subtiende dicho arco. Se cumplen las siguientes relaciones
geométricas:

fR = L+dL , L = 2Rsen
✓

f
2

◆
, R = h+Rcos

✓
f
2

◆
.

Ignoramos cuáles son los valores de R y f . Despejamos R en la segunda ecuación anterior y la
sustituimos en la primera, de donde hallamos una de las ecuaciones que pide el enunciado

f =
2(L+dL)

L
sen

✓
f
2

◆
.

b) La segunda de las ecuaciones que necesitamos la podemos deducir combinando dos de las
ecuaciones anteriores. Por un lado, tenemos que

R = h+Rcos
✓

f
2

◆
) R


1� cos

✓
f
2

◆�
= h ) R =

h

2sen2
⇣

f
4

⌘ ,
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donde hemos usado la identidad sen2
⇣

f
4

⌘
=

1�cos( f
2 )

2 . Por otro lado,

L = 2Rsen
✓

f
2

◆
) L = 4Rsen

✓
f
4

◆
cos

✓
f
4

◆
) 2Rsen

✓
f
4

◆
=

L

2cos
⇣

f
4

⌘ .

Reemplazando esta última expresión en la que proporciona R, encontramos finalmente la
segunda de las ecuaciones que buscábamos, h = L

2 tg
⇣

f
4

⌘
.

4.3 Problemas Propuestos
1. Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) sen(x + y) = senx + seny para todo
x,y 2 R.

b) |acosa|  a para cualquier a > 0.
c) |sena + cosa| 

p
2 para todo a 2 R.

Respuestas:

a) Falsa. Por ejemplo, si tomamos x =

y =
p
6

, entonces sen(x + y) =

p
3

2
y

senx + seny = 1, lo cual no puede sa-
tisfacer sen(x+ y) = senx+ seny.

b) Verdadera. Como |cosa|  1, se tiene
que |acosa|  |a| = a, donde la última
igualdad es cierta puesto que a > 0.

c) Verdadera. Elevando al cuadrado el
miembros izquierdo obtenemos

|sena + cosa|2 = sen2 a + cos2 a
+ 2|sena cosa|
= 1+ |sen(2a) | .

Como sen(2a)  1, se concluye el re-
sultado al extraer la raı́z cuadrada.

2. Expresa las siguientes funciones:

a) cos
✓

a +
3p
2

◆
. b) tg

⇣
a +

p
4

⌘
.

en términos de las funciones sena y tga , respectivamente:

Respuestas: a) cos
✓

a +
3p
2

◆
= sena. b) tg

⇣
a +

p
4

⌘
=

cosa + sena
cosa � sena

=
1+ tga
1� tga

.

3. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sena +
p

3cosa = 2. b) 2cosa = 3tga. c) 4sen
⇣a

2

⌘
+2cosa = 3.

Respuestas: a) ak = p
6 +2kp , para todo k 2 Z. b) Hay dos conjuntos, ak = ±p

6 +2kp , para
todo k 2 Z. c) Hay dos conjuntos, a(1)

k
= p

3 +4kp y a(2)
k

= 5p
3 +4kp , para todo k 2 Z.

4. Sean x,y,z 2 R. Usando las fórmulas de adición de ángulos para el seno y el coseno, prueba
que:

sen(x� y)+ sen(y� z)+ sen(z� x) = �4sen
✓

x� y

2

◆
sen

✓
y� z

2

◆
sen

✓
z� x

2

◆
.
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5. Sean x, y y z los respectivos ángulos de un triángulo. Utilizando las fórmulas de adición de
ángulos para el seno y el coseno, demuestra en cada caso las identidades correspondientes:

a) sen(2x)+ sen(2y)+ sen(2z) = 4senxsenysenz.
b) cos(2x)+ cos(2y)+ cos(2z) = �1�4cosxcosycosz.
c) sen2

x+ sen2
y+ sen2

z = 2+2cosxcosycosz.

6. Empleando las fórmulas sen2 q + cos2 q = 1, de adición de ángulos para el seno junto con
sen(arcsenx) = x y tg(arc tgx) = x, demuestra en cada caso las identidades correspondientes:

a) sen(arc tgx) = xp
1+x2 para �• < x < •.

b) sen(x+ arcsenx) = xcosx+
p

1� x2 senx para �1  x  1.


