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P07.01. EXAMEN Al. CURSO 2006/2007 CINEMATICA

Un avion vuela horizontalmente a una altura / sobre el suelo, con velocidad constante v,,. En
cierto instante deja caer un paquete, y en ese mismo momento un tirador situado exactamente
debajo del avidn realiza un disparo con el angulo y velocidad apropiados para impactar en el
avion en el mismo momento en que el paquete toque el suelo. Se supone que el rozamiento
es despreciable. Usando los datos numéricos que aparecen abajo, se pide:

a) Determinar a qué distancia de la posicion del tirador caera el paquete.

b) La altura del paquete sobre el suelo un segundo antes de estrellarse contra €l.

¢) Calcular con qué angulo debe disparar el tirador, y cual ha de ser la velocidad inicial
de la bala para que haga blanco en el avion.

Datos numéricos: 2 =500 m; v, =200 m/s; g=9.8 m/s?
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1
h+—gt

. : 1
Movimiento y,=vysinft——gt’
vertical de 1 12
la bala vBsinQ:—(h+—gth .
2 2 vysing ¢
tan @ = =
Movimiento Xp =VgcosOt Vv, cosd
horizontal de ) d d
vyeos0=— — | v =
la bala B p { cos0

S \

(Notese que la bala y el paquete estan volando el mismo tiempo
durante el que recorren la altura / y la distancia horizontal d)

=0.4950

=2232 m/s

CINEMATICA

X =vt
Y Posicion del avion como funcidn del tiempo
A y=nh
Bala
— Posicion del paquete como funcion del tiempo
Avién I 1 )
=h-—gt
y 5 g
vy Faduse Ecuacion de la trayectoria del — y =4 _iz x>
paquete (eliminando el tiempo) 2vy
. 2
Abscisa del punto de choque X0 =d = 2voh _ 20203 m
0 del paquete con el suelo (y = 0) g
Tiempo que emplea el _d
d paquete en caer al suelo: Ty,
Trayectoria de la bala y=xtanf-—>—— g _x* || Posicion del paquete 1 s antes x=v,(t, ~1)
(son desconocidos 6, v,) 2vycos 0 de tocar el suelo (¢ =.-1):

y:h—%g(ts—l)2 =941 m

0=263°

3 .
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P08.01. EXAMEN B1. CURSO 2007/2008 CINEMATICA

Objeto A: Vou

Dos pequetios objetos que se encuentran en un suelo horizontal separados por
una distancia de 40 m son lanzados en el mismo instante verticalmente hacia
arriba con velocidades de 120 y 180 m/s. Calcular la distancia entre los dos
objetos cuando el mas rapido se encuentra a la maxima altura que puede
alcanzar. Si todos los datos se conocen con una precision del 1%, calcular el
error absoluto en el resultado obtenido.

Para facilitar los calculos, tome g = 10 m/s2. Se supone ausencia de
rozamiento.

Tiempo invertido por B en alcanzar la altura maxima:

Objeto B:  v,3 (>v,,)  cuando llega a la altura maxima su velocidad es nula

YA

.
_Vos
Vo -8t =0 lp =

Xp i &
Tomamos la posicion inicial del objeto A como origen de coordenadas.

Posicion de ambos objetos en cualquier instante
. 1 >
7i(6)=(0,y,) yA(t):VOAt_Egt

. 1
’”B(t)= (xBayB) yB(t):VOB t‘agfz

S

4 .
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P08.01. EXAMEN B1. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION)

Distancia AB en Fas (t): Py (t)—]_;A (z): (xB,yB —yA)

cualquier instante
"3
- 2 2 2.2

- Cuando ¢ =t

s oS0 —0000

OO —w =

rBA(t)‘=+\/xB "‘(J’B _J’A) =+\/x123 "‘(VOB _VOA) t

1

CINEMATICA

Porcentaje error: 1
A
Voa (M/S) = 120 1,2
vog (M/s)= 180 1,8
Xxg (M) = 40 0,4
g (mis)= 10 0,1
tg (s)= 18 0,36
A

J’A(fB): Voulp _Eg 1123 | ( )| : ( )2 : rag (M)= 1081 7;)2/()
Fasln )| = +\/x +(Vyp —V t -
yp(ts)=vos fg—%gff; s BN T0ATTE 7, ()] = (1080 £80)m
Y “ : . oq e
Xp | Célculo de errores Variable auxiliar u = xj + (Vo 52— Vou )2 t
rp (¢
n ) Au = ou —|Axp + u AvOB+a—uAv0A+a—uAtB
Oxp Vo Vo4 Ip
G B} B} oNul, 1
A() "”BA(tB)‘=‘/; A‘ rBA(tB)‘:a—uAu_zﬁAu
> X
A B 0 ou
_quB = 2xpAxp Avyp =2 (VOB _VOA)t12? Avop
v Oxp VoB
— _0B AtB — AVOB Of A .
u
) ¢ ¢ o Avy, =2 (vog —vou )15 Avy Oty ——|A1p =2 (v — v, )2 tp Atg .
Vo4



P09.01. EXAMEN A1l. CURSO 2008/2009 CINEMATICA

A
J
i La velocidad de una particula que se
mueve en el plano XY estd dada en funcion

F=2t?+(1+8t3)] x(t)=2t] y(t)=1+87

del tiempo por la relacion v =27 +24¢* | - x(t)f n y(t)] y(t) 14 (2t)3
donde v estd en m/s y t en s.

La posicion parat=0es 7 =/ Ecuacion trayectoria p=il e

a) Determine la ecuacion de la| 4

trayectoria de la particula y dibuje su| {Y(@m) r=1
grafica en el intervalo de tiempo entre| °7 ¢ X (m) ¥ m)

_ _ 0,00 000 1,00
t=0yzt=1s. 89 010 020 1,01

b) Calcule el vector de posicion y la| ;] 020 040 1,06

. N 1 030 060 122
aceleracion parat =1 s. s] 040 080 151

c) Calcule los modulos de las| { 050 1,00 2,00

., 54 060 120 273 _
= ’ 7 t=0.75
componentes de la aceleracién cuando 070 140 374

t=0.75. 44 080 1,60 5,10
1 090 1,80 6,83

a) Calculo de vector de posicion 37 100 200 900

trayectoria 2

y iy t=0.25

- — = > = ~ 1

r=jvdt+C:I<2z+24t2])dt+C _ Yo

0 ! ! ! ! | ! ! ! ! | ! ! ! ! | ! ! ! ! =

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

F=2ti+8¢ j+C

Condicion inicial: t=0 —» 7, =

T a 5
0o =@ =T ha®SOo—000

= C=] 7=2t?+(1+8t3)j
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P09.01. EXAMEN A1. CURSO 2008/2009 (CONTINUACION)

CINEMATICA

b) Calcule vector de posicion y aceleracion para £ =1 s.

Ecuacion trayectoria y =1+ x>
Posicion 7 =27 +(1+8£)j

- Paraz=1s F(l):2f+9j(m)

A

e

6 F1)=27+9;

s oS0 —0000

Aceleracion 5=ﬂ=i(2l7+2412j) a=481j
dt dt
Parar=1s  a(1)=48; (m/s?)

c) Calcule los moddulos de las
1 componentes de la aceleracion
cuando 7= 0.75.

t

V=27+24¢

v=y22+(2422f —J4+5761% =241+144 1

dv 576>

Tangencial @, =— =
Codt 1+1444

Parat=0.75s a,=35.61m/s’

t=0.75

a=48¢t] a=48-0.75=36m/s>

X (m)

0,5 1,0

OO —w =
o
o

1,5 2,0

T T T T T T -

_ [ 2 2
a,=+a —a,

a =362 35612 =528m/s> 7 .

Normal
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P07.02. EXAMEN A1. CURSO 2006/2007 DINAMICA/TRABAJO Y ENERGIA

Un bloque de masa m, esta sujeto a una cuerda de longitud L, fija por un extremo. Este bloque
esta situado sobre una superficie plana horizontal muy bien pulida, en la que el rozamiento
puede considerarse despreciable, y se mueve describiendo una trayectoria circular en torno al
punto de sujecion. Un segundo bloque m, se une al primero mediante una cuerda de longitud
L,, y se mueve también en trayectoria circular concéntrica con la primera (véase esquema).
Dibujar el diagrama fuerzas para cada masa y determinar la tension en cada una de las cuerdas
si el tiempo que los bloques tardan en describir una orbita completa (periodo) es 7.
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P07.02. EXAMEN Al. CURSO 2006/2007 (CONT)

DINAL

MICA/TRABAJO Y ENERGIA
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P08.02. EXAMEN A1. CURSO 2007/2008 DINAMICA/TRABAJO Y ENERGIA

Tenemos un cajon de peso W situado sobre suelo horizontal. Pretendemos mover el cajon
tirando de una cuerda enganchada en su parte anterior, que forma un angulo 6 con la
horizontal. Los coeficientes de rozamiento estatico y dinamico entre cajon y suelo son p; y
U, respectivamente.

Determinar la fuerza minima que debe aplicarse al tirar de la cuerda de manera que el
cajon empiece a moverse. Dibuje el diagrama de solido libre para el cajon a punto de
moverse.

Si se tira de la cuerda con una fuerza 10% mayor que la calculada en el apartado anterior,
determinar la aceleracion del cajon, asi como el trabajo realizado por esta fuerza y el
trabajo disipado por la fuerza de rozamiento cuando se haya desplazado una distancia L.
Dibuje el diagrama de soélido libre.

Repita los apartados a) y b) suponiendo que el cajon no se encuentra situado sobre suelo
horizontal, sino que queremos moverlo hacia arriba en un plano inclinado S sobre la
horizontal. El &ngulo 0 es en este caso el &ngulo que la cuerda forma con la superficie del
plano inclinado..

Exprese los resultados numéricos en unidades S.I. Tome g = 9.8 m/s?.

Apartados a) y b) Apartado c)
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Haremos todos los calculos necesarios siguiendo el enunciado del apartado c), cuando el cajon esta
situado sobre un plano inclinado f, y luego particularizaremos para el caso = 0°, lo que nos dara

el resultado para el caso de suelo horizontal.

- - La fuerza de rozamiento estatica es Fpp < N
W sin

Cuando el cajon esta a punto de moverse, la fuerza de
rozamiento estatica alcanza su maximo valor F

Frpmax = HgN

E max

Aplicamos la 2% ley de Newton cuando esta a punto de moverse
EnelejeY N=Wcosf—Fsin0

Véase que la normal N depende de la fuerza aplicada F.
Dicha fuerza F' es la que debemos determinar en el
Cajén a punto de moverse momento en que el cajon esta a punto de moverse.

Por la relacion existente entre la fuerza de rozamiento estatica maxima y la normal tenemos que

Frp max = ,uE(Wcos,B—Fsin 9) Frp max
a - ~

Eneleje X  Fcos@=Wsinf+ Frp i Fcos@=Wsin S+ pu;W cos f— p Fsin@

L
e
C
C
i
0
n
e
S

Fuerza minima a aplicar para que empiece a moverse

F:Wsm,b’+,chos,b’

) 11
cos@+ pysinf .

F(c036?+,uE sin 6?)= W(sin,B+ U cosﬁ)

OO —w =
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P08.02. EXAMEN Al. CURSO 2007/2008 (CONT) DINAMICA/TRABAJO Y ENERGIA

Llamamos F” a la fuerza que tira del cajon cuando se mueve a lo largo del plano inclinado. En este
caso, las fuerzas que actiian sobre ¢l son las mismas que hemos indicado antes, con la diferencia
de que la fuerza de rozamiento ahora es el rozamiento dinamico F, en lugar del estatico, y que la
normal tendra un nuevo valor N’. :

Fop=ppN' = ,uD(Wcosﬁ—F'smﬁ)
Si se tira del cajon con una fuerza 10% mayor
que la calculada en el apartado anterior, F” es:

F'=1.1-WSln'B+ﬂEC?S'B
cosO+ py sind

La fuerza neta en sentido ascendente (eje X) es:

Fy =F'cos@—Fpp, —Wsin

Fy =F'cos@—,uD(Wcos,B—F'sinQ)—Wsin,B

F, = F'(cos @+ pu,, sin 8)—W (sin §+ u,, cos f3)

Cajon en movimiento

La aceleracion a, que dicha fuerza produce Fy Fy

a lo largo del plano inclinado (eje X) es: T Wig -8 /4

a,=1.1g

sin 5+ u; cos 5 (0059"‘#13 sin 9)—g(Sinﬂ+ﬂD Cosﬂ)

cos@+ p, sinf 12 .
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J P08.02. EXAMEN A1l. CURSO 2007/2008 (CONT) DINAMICA/TRABAJO Y ENERGIA
5 Cuando el cajon se ha movido una distancia
L a lo largo del plano inclinado, el trabajo Tys = FroLl = ppN'L = 11 (W cos f— F'sin@ )L
n disipado por la fuerza de rozamiento es:

: t@cos f—sin
sin ff+ u cos T, =1.1-u W L
T, =1.1- u,W | cos g — L dis =11 Hp
- dis Hp ( P cotO+ 11, ) cot@+ uy
o El trabajo hecho por 12} fuerza F' T, =F'Leos@=1.1-W L sin 5 + p; cos 5
a lo largo de ese recorrido es: 14y, tan @
L . : :
e Resultados cuando el cajén se mueve Fuerza minima a aplicar para que empiece a moverse
< en un plano horizontal: entonces =0 Fow sin 0+ g cosO W U
C = = :
; p cos@+ pgsind cos@+ pg sind
F'=1.1.w £
L cos @+ 41, sin O
n
Trabajo disipad

- F, = F'(cos@+/4D sin 9)—,uDW HPHI FIRIPAED
& Fy Fy cotd

d ay = =g—- T, =1.1-ppyW L————

e Aceleracion en un plano horizontal wig w cot@+ uy
F sin 0+ . cos0 : .
i a,=1.1g cosO+ 1, Sine(cost9+,uD sin @)— g(sin 0+ xz,, cos0) Trabajo realizado por F
S
i
c a,=1.1g ad —(cos @+ u, sinB)—gu, T.=11-WL He
. cos @+ u, sin @ 1+, tan @ .



| P08.03. EXAMEN B1. CURSO 2007/2008 DINAMICA/TRABAJO Y ENERGIA

s oS0 —0000

OO —w =

Un carrito de masa 12 kg se deja caer por un rail en pendiente que conduce a un rizo
circular de radio 2 m.

Calcule la altura 2 minima desde la que debe soltarse el carrito para que recorra el rizo
entero sin desplomarse, y determine qué velocidad llevara en el punto mas bajo B y en el
mas alto 4 (3 puntos).

Suponiendo que la velocidad del carrito cuando alcanza el punto A es la minima necesaria
para no desplomarse, calcule la reaccion normal del rail en el punto P para el angulo 6 = 30°
indicado en la figura (2 puntos).

Para facilitar los célculos, tome g = 10 m/s?. Se supone ausencia de rozamiento.

Resultados numéricos (véase solucion del problema en hojas siguientes)

g (m/s*) = 10 V 4 min (M/S) = 4 47
m (kg) = 12 Vg min (M/S) = 10,00
R (m)= 2 h min (M) = 5,00

6 (%)= 30 Npmn (N)= 48,23 14 .
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P08.03. EXAMEN B1. CURSO 2007/2008 (CONT)

DINAMIC

Tomamos como referencia de energias potenciales el plano donde se encuentra el punto B.

DSL del carrito
en el punto 4

R

Conservacion de la energia

Entre la posicion inicial y B~ mgh = 5 mvé gh= %Vé
1 5, 1 5
Entre 4y B EI’I’ZVB ZEmVA —I—mg(ZR)
1

En este momento no son conocidos ni /, ni v, ni v,

Esta ecuacién indica que a menor velocidad,
menor debe ser la reaccion normal del rail.

2
my .. .

4 =mg+N, Y puesto que el valor minimo posible de la
reaccion normal es cero, hacer N,= 0 nos da
la condicidn de velocidad minima necesaria.

mv’ 2
Ami _ _ ]
FCAmin = o = mg Vamin = gR V4min = gR
R
Bmin = Vimin T 48R VBmin = &R
VBmin = YAmin g Bmin

1, 5R

hmin =~ VBmin hmin — A 15
S Y
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B

s oS0 —0000

OO —w =

Estudio en el punto P

NP
\P

2

mvy
£ =mgcos@+N,

Fuerza centripetaen P Fp =

N R(1-cos0) Conservacion energia entre 4 y P

____________________________ i i
\ —mvy =—mv; +mgR(1-cos6)
mg sin @ Rcosé 2 2
-------- Multiplicando ambos ~ mv;  mv? B
miembros por 2/R R R +2mg(1-cos0) =
mv’
4 4+ 2mg(1—cos@)=mgcosd+ N,
B mv> mv’>
Np=—4+2mg(1-cos 6’) mg cos 6 Np = +mg(2—-3cos )
my’
Segtin el enunciado, debe calcularse Ny parav, =v, .~ Np . =—4mn 4 mg(2 3cos 6’)

Viamin = \/giR

Npi, =mg +mg(2—3cos «9) = 3mg(1 —COS «9)

Notese que cuando 6 = 0 estamos en el punto 4 (P = 4) y entonces N ;... = 0.

’ .
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P09.02. EXAMEN Al. CURSO 2008/2009 DINAMICA/TRABAJO Y ENERGIA

Una particula de masa m = 50 g resbala partiendo del reposo a lo largo de un tramo de pista circular AB sin
rozamiento cuyo radio es R, = 40 cm. El angulo que indica su posicion inicial es 6, = 45° (véase figura). Cuando
llega al punto B se encuentra sobre un tramo horizontal cuya longitud es L = 50 cm y donde el coeficiente de
rozamiento dindmico es p = 0.08 (tramo BC de la figura). Finalmente entra en otro tramo de pista circular CD sin
rozamiento y de radio R, = 30 cm Calcule a partir de argumentos de trabajo y energia, y explicando siempre los
pasos intermedios que sea oportuno realizar, los valores de las siguientes magnitudes:

a) Cual es el valor del angulo f cuando la particula se

detiene en el tramo CD (punto E de la figura). y R,

b) Determine si la particula llega o no al punto B después [ 4_9_\"7
de alcanzar el punto E. En caso afirmativo, calcule la
velocidad que lleva en ese momento.

c) En caso de que la respuesta del apartado anterior sea .
que la particula efectivamente alcanza el punto B en su B s C
viaje de regreso, calcule en qué posicion a la derecha de B

se detendra finalmente.

Apartado a)

Tramo AB No hay rozamiento, por lo tanto cuando la particula resbala en este tramo hacia abajo
la energia potencial inicial (medida respecto al nivel del tramo horizontal BC) se
convierte en energia cinética. 0

A _____-I-eé-&---y, AK =-AU KB — Winicial = _(% _Uinicial)

Kp =Ujicias =m g R (1 —sin ‘90)
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P09.02. EXAMEN Al. CURSO 2008/2009 (CONT) DINAMICA/TRABAJO Y ENERGI2

Apartado a)

Tramo BC Existe una fuerza de rozamiento dadapor F,=uN=umg
Ky,=mgR,(1-sin@,)

De acuerdo con el teorema del trabajo y la energia R,

o [9'\"”' . R,

exterlores ) . desplaﬂlfnto é‘-' \?I_é _____ D

Ni el peso ni la normal contribuyen al trabajo de las F, 20
fuerzas exteriores W,,...... porque ambos son B o C E
perpendiculares al desplazamiento. Solo contribuye "
el trabajo de la fuerza de rozamiento, que es &
negativo por su sentido opuesto al desplazamiento. K-=Kz—umglL

Wexteriores =WR :_FR L:_/umgL =AK=KC_KB KC ngR1(1—sin90)_ﬂmgL

Tramo CD La particula llega hasta el punto E, lo cual supone que se eleva una altura R,(1—sin )
La energia cinética en C se va convirtiendo en energia potencial a medida que sube.

0 Ugp=Kc =mg R,(1-sin6, )—,umgL

AK = —AU I;/,;O—Kc = (U, —}fc)

U, = R,(1—sin l—sin 8 =
E=—ME 2( ﬁ) p= ng

R(1-sin@,)-uL

sin f=1-
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B

Apartado a)

R(1-sinfy)-uL

Valores numéricos sin f=1- p =48
Unidades S 2
m(g)= 50,0 0,05 La energia cinética en B es igual a la energia potencial inicial (K =
Ri(em)= 400 040 0.0574 J). Véase que el trabajo de rozamiento a lo largo del tramo
Rz(cm)= 300 030 BC consume W, = 0.0196 J: esta es la pérdida de energia que
L (em)= 30,0 0,50 sufrira la particula cada vez que atraviese este tramo. Por lo tanto,
O la energia cinética en C la pri la particula llega alli
W= 008 0,08 gia cinética en C la primera vez que la particula llega alli es
g= 9,80 K-=0.0574-0.0196 = 0.0378 J.
l Ky = 0.0574 Lo que ocurre una vez que la particula llega a C: su energia cinética
: Wi = 0,0196 se va convirtiendo en energia potencial, ha.sta que su energia
| Ke = 0,0378 cinética se reduce a cero en el punto E. A partir de ahi la particula
| sin § = 0,7428 retrocede hasta llegar de nuevo a C, reconvirtiendo en energia
. B(0)= 480 08373 cinética la energia potencial, y desde C en adelante, hace el camino
n CB (en sentido inverso al de antes) sometida de nuevo a la fuerza de
e rozamiento.
S
d
e
F
i
S
i
C 19
a ]
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B

Apartado b) Para saber si la particula vuelve a alcanzar el punto B, hay que calcular la energia
cinética que tendra la segunda vez que pase por el mismo, aplicando de nuevo el
teorema del trabajo y la energia e iguales consideraciones que en el apartado anterior.
(Si al hacer dicho célculo el valor resultase negativo, esto indicaria que no se alcanza el punto B)

Wexteriores = "R :_FR'L:_:umgL:AK':K;’_K'C
donde K, =K, =mg R /(1-sin@,)-umgL
Ky=Kc—pumglL =mg R(1-sin6)-2umgL

Sustituyendo numéricamente resulta K ,'9 —40.0182)  Conclusion: La pamcm.a. alcanza de
nuevo el punto B en su viaje de vuelta

Velocidad que lleva la segunda vez que pasa por B:
Ky=mgR/(1-sin6,)

1 " ' 2K —0.85 m/s ., R Ky=mgR(-sin6,)-2umglL
- A 5

desplazamiento
—

R NTF 25'\

B 4’//////// s C
mg

T a ol
0o =@ =T ha®SOo—000
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J P09.02. EXAMEN Al. CURSO 2008/2009 (CONT) DINAMICA/TRABAJO Y ENERGIA

B Apartado ¢) Una vez la particula sobrepasa B, en su movimiento ascendente por la pista de radio
R, sin rozamiento no se disipa energia, por lo que cuando regrese una tercera vez al
- punto B, ahora dirigiéndose hacia el punto C, su energia cinética seguird siendo

K,=K,=+0.0182]

- Véase que este valor numeérico es menor que el de la energia disipada por rozamiento en un trayecto
completo BC (W, =0.0196 J), lo que nos indica que la particula se detendra antes de llegar a C.

B Para calcular en qué punto se detiene, aplicamos de nuevo el teorema del trabajo y la energia, siendo
x la posicion a la derecha del punto B en que la particula queda en reposo.

L O n O 1
a WRﬁnal:_ﬂmgx:%nal_KBzyﬁnal_KB
C .
I X = B —0.46m R, Ky=mgR(l-sin6))-2umglL
o Hmg A - o R
n ‘90 . desplazamiento .12 p
e m. : J

d .

E B wisissssssstisss. C
Ii= i mg i Se detiene aqui
s i x
i
C 21
a
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P07.03. EXAMEN B1. CURSO 2006/2007 MOVIMIENTO ARMONICO

Se dispone de un muelle de longitud natural L, = 20 cm -figura (a)-. Cuando una masa M =
400 g se cuelga del muelle, su longitud se incrementa en L = 50 cm —figura (b)-. Finalmente,
la masa colgante se hace oscilar después de haber estirado el muelle una longitud 4 = 20 cm
—figura (c)-. Conteste las siguientes preguntas:

a) (Cudl es la constante del muelle?  0.5p
b) Calcular el periodo de la oscilacion. 0.5 p
¢) Calcular la posicion de la masa 6.98 s después 1.0 p
de comenzar las oscilaciones.
d) Calcular el periodo de oscilacion si se hubiese colgadola 2.0 p

misma masa M de dos muelles idénticos a éste colocados
paralelamente entre si.
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P07.03. EXAMEN B1. CURSO 2006/2007 (CONT) MOVIMIENTO ARMONICO
) Ley de Hook
a) ey de Hooke: fF_jf [ |
k=Y8_02598 ()5 \m
2% ley de Newton: F = Mg L 0.40
A=0.10m
T = 2;;{ /025 =127 s c) y=Acos(wt+5)
o1 = LI @—495rad/s
=0.1cos(4.95¢) I, 005

Elegimos ¢ = 0 cuando y = 4

lo cual implica 6=0 y=0.1c05(4.95-6.98)=-0.0l m  y=-4

d) 22 ley de Newton: f{+F, + Mg =Ma
Ley de Hooke: F=-ky F,=—k (Los muelles

son idénticos)

d’y d’y 2k
MEL = 2k y+ M _ 2k,
dr’ rrre a Mo C
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P07.03. EXAMEN B1. CURSO 2006/2007 (CONT)

AAAAAAAAAAAA

MOVIMIENTO ARMONICO

Ecuacion de la oscilacion con dos muelles:

Iy, 2k, g
- -
2 donde
2
Escribamos la ecuacion como 2y +@’ y= = 2k
dt’ y-s M

La solucion de esta ecuaciones  y = 2£ g+ 4 cos(a) t+0 )

Elperiodoes T =2—7z=27z1/M =27, 0.25 =0.90 s
1) 2k 2:6.125

La pareja de muelles idénticos en paralelo se
comporta como un Unico muelle de constante 2 £.

24.
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P08.04. EXAMEN A2. CURSO 2007/2008

MOVIMIENTO ARMONICO

En el laboratorio de fisica se dispone de los siguientes equipos: 1°) Un péndulo simple
consistente en una lenteja, que puede tratarse como masa puntual, sujeta del techo por un
hilo inextensible de longitud L. 2°) Un bloque de masa M que puede desplazarse oscilando
horizontalmente sobre un carril sin rozamiento, que estd unido a un resorte ideal de
constante k.

El péndulo se separa un angulo 6, de la vertical, y el bloque sujeto por el muelle se separa
una distancia x, de su posicion de equilibrio. Ambos se liberan en el mismo instante
iniciando las respectivas oscilaciones.

(Cual debe ser la masa de la lenteja del péndulo para que la energia total de los dos
osciladores sea la misma?.

Suponiendo que la masa del péndulo es la que verifica la solucion correcta del apartado
anterior, calcular (en m/s) la velocidad de la lenteja y del bloque cuando ambos pasan por
su posicion de equilibrio.

. Cual es la tension del hilo del péndulo cuando pasa por la posicion de equilibrio?

Valores numéricos

g (m-s’z) = 938

L (m)= 225
00 ()= 5
M (kg)= 0,125
k (N/m) = 20
Xo(m)= 0,05
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P08.04. EXAMEN A2. CURSO 2007/2008 (CONT) MOVIMIENTO ARMONICO
Ecuacion del movimiento del bloque Ecuacion del movimiento del péndulo
k g
x(t)=x,cosmt @’ =— 0(t) = 6, cos wt W =2
(1) = xq M (1) =6, ;
Velocidad x(t) = —w x, sin wt Vel. angular o) =—w 6, sin wt
Velocidad v(t) =L 0(t) = - L 6, sin ot

La velocidad es maxima al pasar por la posicion de

equilibrio, cual sucede por primera vez cuando t=T/4 = ot=r/2 = snot=1

=X Velocidad maxima ‘dex‘ =wlL 6,

Velocidad maxima ‘x

max

Energia total: tomando el nivel cero de energia potencial en el punto de equilibrio, la energia total
coincide con la energia cinética correspondiente a la velocidad maxima.

1 o2 1 1 1
Etotal = EM‘xmdx — EM a)z x(% Etotal = Em‘vmdx‘ ? = Em C()2 L2 902
k 1 2 1 2
a)2 :ﬁ - Etotal :Ekxo a)2 :% — Etotal :Emg[’ 90
k 2
m= x02
gLo;
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P08.04. EXAMEN A2. CURSO 2007/2008 (CONT)

MOVIMIENTO ARMONICO

(b) Calculo de las velocidades al pasar por la posicion de equilibrio (hecho en el analisis anterior)

Bloque

Velocidad x(t) = —o x, sin wt

Velocidad maxima ‘)'cmdx‘ = X,
0)2 _ k ‘ . k
=— X | = Xga|—
max 0
M M

(c) Tension del hilo del péndulo cuando

] pasa por la posicion de equilibrio
L 2 2 12 p2
miv, . L
- A T—mng = ‘max :ma) 80
T L L
v . T=m g(l + 6?02)
—0 TFC
mg. A\ 4
DSL

Péndulo
v(t) = L 0(t) =—w L 6, sin ot
‘—wLH

Velocidad

Velocidad maxima ‘ Vinéx

7= ] = OB
/ o kxg' (ko) b
gL 6?02 g ,
(b) Bloque
‘xmdx‘ :xo\/% (m/s) 0,632
(b) Péndulo
‘ max‘ 0\/7 (m/s) 0,410

\QT =m g(1+ (902) (N) 2,94 .




P09.03. EXAMEN A2. CURSO 2008/2009 MOVIMIENTO ARMONICO

Dos péndulos simples de la misma longitud L que cuelgan de un eje horizontal se
separan de la vertical los angulos 0,, y 0,, en sentidos contrarios segun se muestra en
la figura, y después se liberan al mismo tiempo de modo que pueden oscilar
libremente. Tomese la aceleracion de la gravedad g = 9.80 m/s?.

a) Determinar el periodo de los péndulos y escribir la ecuacion 6 = 6(7) para cada uno.

b) Calcular la velocidad angular de cada péndulo cuando pasa por la vertical.

c¢) Si la masa del péndulo 1 es m, calcular la tension del hilo cuando el péndulo pasa
por la vertical.

Datos numéricos
A L=559mm 6,=10° 6,,=8° m=50g
B L=993mm 6,,=10° 6,,=8° m=40g
C L=1551mm 6,,=12° 6,, =10° m=50¢
D L=2234mm 6,=12° 6,,=10° m=40g

1 Angulos Aneul .
negativos ngulos Angulos

j negativos positivos

Angglos Vista de frente 28 .
positivos

Do
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J P09.03. EXAMEN A2. CURSO 2008/2009 (CONT) MOVIMIENTO ARMONICO
B
. a) Ambos péndulos tienen pequena amplitud (< 15°), por lo que puede considerarse con buena
aproximacion que su movimiento es armonico simple. A B c D
T(s)= 150 200 250 3,00
L g 2r o (radls)= 419 314 251 209
T=2r |— = 227 010 (°) = 10 10 12 12
- g 010 (rad)= 0,1745 0,1745 0,2094 0,2094
B2 (°) = 8 8 10 10
6,(t)=0,,cos(wt+0)) 0,(t)=6,ycos w1 0 (rad)= 0,1396 0,1396 0,1745 0,1745
i

t=0 > 6,(0)=6, 0,,=0,c085, —> cosd =1 — &=0

L 0,(t)=0,,cos(wt+35,) 0,(t)=0,,cos(wt+7) 0,(t)=—-0,,cosmt

E t=0 - 0,(00=—-0,y, —0,,=0,c085, = cosd,=—-1 — &,=r rad

(i: b) Velocidad angular Cuando pasa por la vertical ¢ = T/4

0 . .

n 0,(1)=0,cos w1 del(t)zel(t):_elowsman M:6’1(T/4):_910wsm(2_ﬂz]:_6)1050

. dt dt T 4

S , do,(T/4) . (2x T
d (92(t):—6’2()cosa)t dgc;(t)zez(t)zé?zoa)sina)t %:92(7“/4):9200331n(72j=t920a)
e

Ii= A B C D

. 6,(7/4)=-0,,0 -0,7308 -0,5483 -0,5265 -0,4387

(': 0,(T/4)=0,0 05846 04386 0,4387 0,3656

a

” .



A
J P09.03. EXAMEN A2. CURSO 2008/2009 (CONT)
B

c¢) Tensidn del hilo

=
I

D
t~

©

1.

) <

\

mﬂ r'.l
8 8 = =T h d JC —0008 0
B

, mg

2
y
F(;=F—mg=mf1

F=m(g+v12-L)

A B C D
v,(m/s) -0,4085 -0,5445 -0,8165  -0,98

F(N)  0,4947 0,4038 0,5417 0,4778

MOVIMIENTO ARMONICO
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P07.04. EXAMEN B2. CURSO 2006/2007

Una varilla rigida de longitud L = 1.80 m y masa M = 6 kg esta unida
a una articulacion (punto O de la figura). La varilla se mantiene
inclinada mediante un cable de acero unido a la pared. Los angulos
entre el cable, la varilla y la pared son 6, = 60° y 6, = 50°
respectivamente. Un contrapeso m = 4 kg cuelga del extremo opuesto
de la varilla.

a) Dibuje el diagrama de sélido libre para la varilla (2 p).

b) Calcular la tension en el cable y las componentes
rectangulares de la reaccion en el punto O (2 p).

DSL

Tzsinﬁ(M

sing, \ 2

1806,

R, :(M+m)g—

—+m

E T, = —Mg%sin(lSO— B)—mgLsin(180 — B)+TLsin(180—6,)=0

Je

E F. =R, —Tcos(90—92):O R = smﬁsm&’z (M +mjg
jlgo_ﬂ Sin 91 2

E F,=R, +Tsin(90-6,)- Mg —mg =0

£ =180-6,-06,

Ir'=744 N; R =570N; R =502 N

sin 3 cos 0, (]\24 +mjg

siné,

; .
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P08.05. EXAMEN A3. CURSO 2007/2008 ESTATICA

Un tambor de radio » que une simétricamente dos cilindros de radio R lleva arrollado un hilo del
cual se tira horizontalmente segiin se muestra en las figuras. El conjunto de tambor y cilindros
esta colocado sobre una plataforma plana y apoyado sobre un escaldon de altura 4. El peso del
conjunto es W, y se supone que el hilo arrollado sobre el tambor no se desliza cuando se somete
a tension. Se pide:

a) Calcule el angulo que forma con la horizontal la fuerza que el escalon hace sobre el sélido.

b) Determine el valor de la reaccion normal de la plataforma sobre el s6lido cuando la tension
del hilo es 7' newton.
c) Calcule qué tension minima hay que aplicar al hilo para que el so6lido remonte el escalon.

4 \K

\ \\ | $h I_h_ \
\4 A 'E

r(m)= 0,15 0,05
R(m)= 0,30 0,12
Valores numéricos h (m)= 10,05 0,04
W (kp) = 0,200 0,200 32
T (kp) = 0,050 0,050




A
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B
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P08.05. EXAMEN A3. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) ESTATICA
a) Calcule el angulo que forma con la horizontal la fuerza que el escalon hace sobre el solido.

Se trata de un sistema plano de fuerzas concurrentes que proceden de tres direcciones
distintas (la vertical, la horizontal y la direccion de la fuerza que el escalon aplica sobre el
solido). Por tanto, habra equilibrio estatico cuando las tres direcciones sean concurrentes: el
punto comun es la parte superior del tambor, y a partir de ahi determinaremos la direccidon
de la fuerza F aplicada por el escalon sobre el solido.

L=Rsinf=Ry1-cos’ f = R\1=(R—h)} /B> = R* ~(R? +W* ~2R-h) ="2R-h~ i

tan@: V+R_h gztanl[ 7'+R_h )

V2R -h—h? N2R-h—h?

33
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P08.05. EXAMEN A3. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) ESTATICA

b) Determine el valor de la reaccion normal de la plataforma sobre el s6lido cuando la tension
del hilo es 7 newton.

~T+F, =0 Fy=T
F,+N-W=0 F,=W-N

W—-N=tan@-T N=W—-tan@-T

A E
r(my= 0,15 0,05
R(m)= 0,30 0,12
h (m)= 0,05 0,04
W (kp) = 0,200 0,200
T T (kp) = 0,050 0,050
<
W (N)= 1,960 1,960
F, = F, tan 0 T (N)= 0,490 0,490
6 (rad) = 1,1778 0,9682
a)  6()= 67,5 55,5
b) N (N)= 0,778 1,248
N (kp)= 0,079 0,127
T min (N)= 0,813 1,349
h ©) T (kp)= 0,083 0,138

El s6lido remonta cuando el modulo de la
normal es nulo (en ese momento la
componente vertical de la fuerza F
equilibra al peso)

Tmin - v 34
tan @

c) Calcule qué tension minima hay que aplicar
al hilo para que el solido remonte el escalon.
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P09.04. EXAMEN A3. CURSO 2008/2009 ESTATICA

Una pesa W = 0.50 kp esta colgada de una anilla 4 sujeta por un muelle AB y un cable AC. El
muelle sin tension tiene una longitud natural /, = 32 cm, mientras que cuando sujeta la anilla en
la situacion mostrada en la figura 1.a su longitud es / = 36 cm. El cable AC es inextensible y su
longitud es d = 40 cm. La anilla se encuentra situada una altura 2 = 20 cm por debajo de la
linea horizontal BC. Se pide:

a) Determinar la tension del cable AC' y la constante elastica del muelle (en N/m).

b) Si la misma pesa W se cuelga de la anilla segin muestra la figura 1.b, habiendo reemplazado
el cable AC por un muelle idéntico al 4B de tal manera que la anilla esta ahora a una distancia

h’ =25 cm por debajo de los puntos de fijacion de ambos muelles ;cual serd ahora la longitud
de cada muelle y qué angulo forman entre si?

Figura 1.a Figura 1.b
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P09.04. EXAMEN A3. CURSO 2008/2009 (CONTINUACION) ESTATICA
Apartado a) « Datos h,d,1,1,,W
c ¥l sin @, = g 6, =sin” (Sj
6,, 0, — conocidos
. h . h
Slngz :7 0, =sin 7
v F=k-(1-1,)
| ZF :—T-cosHI+F-C0502:O —T~cosq91-sin¢91+F'sin91'c05492 =0
X
ZFY:T-sinz91+F-sin92—W=0 T-cos6,-sin@ +F-cosb,-sinf, =W -cos b,
Una vez obtenido el valor F- (sin 6, -cos B, +cos b, -sin b, ) =W -cos6,
de F, la constante elastica k= W___cos
’ _ 1—1) si F -sinl@,+ 6, )=W -cos 6,
del muelle se determina de (1=1;) sin(6; +6,) @ +0,) !
Unidades sistema internacional F=w-. ﬂ
sin(6, + 6, )
h(em= 20 0,20
d (cm)= 40 0,40
[ (cm)= 36 0,36 T_Ww. cos 6,
ly(em)= 32 0,32 sin(6, + 6, )
W (kp)= 0,50 4,90
6, (rad)=  0,5236
h,d,l,[,, W 6,()= 30,00

0, (rad)=  0,5890
0,()= 33,75
F(N)= 4,73

k (N/m)= 1183

T(N= 454 36 .



ﬁ‘ P09.04. EXAMEN A3. CURSO 2008/2009 (CONTINUACION) ESTATICA
B Apartado b) Datos 4, k,1,, W Se pide /', ¢

Ahora la fuerza en cada muelle es la misma, dada
la simetria del problema. Sea F” dicha fuerza.

Suma de fuerzas en el eje vertical

T o 5
OO = =T h®SO—000

T 2F'-cos(¢/2)-W =0
90-¢/2 Geometria del problema
! h!
sin(90—¢/2):h—, —_— cos(¢/2):7 (*)
Ecuacion del muelle F'=Fk-(I'=1,) (*¥)
Sustituyendo las ecuaciones (*) y (**) en la suma de fuerzas en el eje vertical 2k - (l — lo)-h—’ -W =0
['—1 /4 . w , 2k -h'
'O: ’ 11_10: /4 . l[l_ !j:() l:—,.o
[ 2k-h 2k -h' 2k-h 2k-h'—W
Puesto ue COS(¢ / 2) — E Unidades sistema internacional
9 !’ h'(cm)= 25
2B -W Bk L, W - 05
-h'— Jk, ly(m)= 032
COS(¢/2) = ° k(Nm)= 1183
2k - Zo w(N)= 490
I"(m= 035
AR cos(¢/2)= 0,7165
$=2 cos ! M—W ¢ (rad)=  1,5440
2k -1,
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P07.05. EXAMEN B1. CURSO 2006/2007 SOLIDO RIGIDO

El mecanismo dibujado en la figura se compone de dos barras rigidas, cada una de ellas de la
misma longitud L =25 cm. La barra 4B gira en torno a la rétula 4 con velocidad angular o,z =
0,50 rad/s. La barra BC se une a la barra AB y puede girar en torno al extremo B, mientras que el

extremo C desliza sobre el suelo. En el instante representado en el dibujo, los angulos son 6, =
60°y 6, =50°. Se pide:

a) La velocidad del punto B, v, y el angulo formado por v, con la horizontal. 2 p

b) La velocidad angular de la barra BC, @, y la velocidad del extremo C, v.. 4 p
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P07.05. EXAMEN B1. CURSO 2006/2007 CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO

a) Calculo de la velocidad v, y del angulo formado por v, con la horizontal.

Definicion producto escalar:
VarillaAB v, =V, + @, Xry,, ) ) o ) )
(i sin 6, —jcos@l)-i =‘i sin 6, —jcos@lHi‘cosé
\73=O+a)AB(—k)><L(icos@l+jsin¢91) (? g3 0)?
i sing, — jcosé )i
, c0s § = L
Vease que ‘l sin &, — j cos 0]‘ H

(k)i=-j

(—l?)x]:f - (—E)

cosd =sin 6, =cos(90—-6,) 0=90-6,

Ve =@ 5L (z' sin 6, —jcos@l) @ 45

i sin@ — jcoso,

Yai4 =L(170056?1 +]’sint91)
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P07.05. EXAMEN B1. CURSO 2006/2007 CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO

b) Célculo de la velocidad angular @y y de la velocidad v,.

i j k
Vo =V + @ X Py vciza)ABL(i sin@l—jcos01)+ 0 0 Wpc
Lsinffg —Lcosfp O
Sabemos que:

—
.

Vy =0, L (l sin @, — j cos 491) Vei=m,,L (1 sin 6, —]’cos@l)+fwBCLcos,B+fchLsin,B

—

Vector 75 Esta ecuacion vectorial corresponde a dos
. - = ecuaciones escalares, una por componente:
Vg =1L (z sin(6, + 6, —90)— j cos(6, + 6, — 90)) ’ P P

Vo —@z-Lcosf=w,,Lsinb

Let,s Call ﬂ = 0] + 92 _90 C BC AB 1
- ~ @ 5 @,-Lsin f=w,,Lcosb,
oy = L sin f—J cos ) — 5 5L 008 6,

o =g SOS o, » cos 6,
BC — %up . — Wy
sin 3 sin(6, + 6, —90)

Wpe
% Ve = a)ABL(ﬂcos 6, +sin Hlj

sin 3

Ve =@, L C?S(Ql +6,-90) cos &, +sin 6,
sin(6, + 6, —90)

Aunque no sepamos sus valores,
podemos escribir la velocidad
angular y la velocidad de C
como: L

L

—

Ope = Wpe k

—
.

Ve =Vl

WY Ve Son PyyAss V.
las cantidades .

1 40
a calcular. C desliza sobre el suelo .
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P07.06. EXAMEN A2. CURSO 2006/2007 SOLIDO RIGIDO

Una varilla rigida y delgada de longitud 2L = 180 cm estd formada por dos mitades
homogéneas hechas de materiales diferentes, cuyas densidades lineales respectivas son
p,=8kg/my p; =12 kg/m.

La varilla se cuelga por sus extremos mediante unos hilos, segiin se muestra en la figura.
Se pide:
a) Determinar la posicion del CM de la varilla (1 p)

b) Determinar la tension de cada uno de los hilos usados para colgar horizontalmente la
varilla (1 p)

c¢) Determinar el momento de inercia respecto al punto 4 (1 p)

d) Suponiendo que en un momento dado se corta el hilo B, determinar la velocidad angular y
la aceleracion angular de la varilla cuando el angulo entre la varilla y la horizontal es 45° (2 p).

i v
A P4 Pz B
O O
L L
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P07.06. EXAMEN A2. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO
Apartado a) Puesto que las dos mitades son homogéneas, las x,=L/2""x,=3L/2
respectivas posiciones de los centros de masas serdn
/77 / . m,=p,L
4 Y IAT Masa de cada mitad: S
oy 175 my, = p,L
A B pB
A P Ps | B
@ ) +
Posicion del CM del conjunto: X, = Pata ™ Mpts
=0 L mg L m,+mg
’ . i - (L/2)em,BLi2) p,L(L/2)+ p,L(3L/2)
' ' m,+mg pL+ppL
Masa total: mz(pA+pB)L . _(pA+3pB]£
¢ PitPy )2

E T,=—-mgx., +T,2L=0 TBzmg—sz}f

X
E Fy:—mg+TA+TB=0 T, ng—TB=Mg£1— ;}fj

| 3 1
] TB:(pA_'_pB)Lg_(Mj TB:Z(pA+3pB)Lg

Xeu =1(m+3p3 4\ p,+ Py
2L 4\ pytpp
1 +3 1
TA:(pA+pB)Lg 1__(,0,1 ,03] TA:_[3pA+pB]Lg
4\ Pst Py 4
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P07.06. EXAMEN A2. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO

Apartado b) Momento de inercia respecto de A

zz dm = p dx “z m:(pA +pB)L
y P dx P | B . = Pat+3ps |L
@ Nl 9 M\ p,p, )2
L L
x=0 mg L
M ]Az?(pA+7IOB)

2

X
L 2L L L
Rl R | |
1, = szdmA +jx2dm3 = szpA dx+.‘.x2p3 dx = p, [?} T Ps [?} ZE/OA[} +§IOB (8L3 —L3)
0 L
0 L 0

L

Apartado ¢) Aceleracion angular y velocidad angular

E T,=Xg mgsin(90—0)=1, a o = o n}g cosd
A

3 pA+3pB]X
a= — cos @
(pA+7pB)§(M 2 sl

a_[pA+3ij 3gcosd

P+ 7105 2L 43 .

Cortando el hilo B, la
varilla cae rotando
alrededor de A4.
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P07.06. EXAMEN A2. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION) SOLIDO R
Regla de la cadena
[ py+3ps | 3gcosl o P,+t3p, | 3gcosd  dw _da)dé?_a)da)
P+ 70, 2L P+ TP 2L dt do dt do
w o
+3 3gcosd
a)da):[pA pB) £ dé wdw= Pat3Py | 38 cos@do
PitTpp 2L p,+1p, ) 2L

0

W = P+30p 3g8m9 o P+30p 3g8m9
P +71ps ) 2L p,+T1ps ) 2L

0

Xcm (M)=0,9900

pa(kg/m)= 8,00
os (kg/m)= 12,00 Ta (N)= 97,02
Ts (N)= 79,38
Lz 0% SOLUCION NUMERICA
g(ms?= 980 I, (kgm?) = 2236
ou= 07608 P

GIDO
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P07.07. EXAMEN B2. CURSO 2006/2007 SOLIDO RIGIDO

La figura muestra un disco de radio 3R, con cuatro agujeros circulares, cada uno de radio R.
Estos agujeros estan distribuidos como se indica en la figura. La densidad superficial del disco es
o (kg'm=). El disco se mueve sobre suelo horizontal. Conteste a las siguientes preguntas para los
valores numéricos dados abajo:

a) Calcular el momento de inercia /__ del disco, donde Z es el
eje perpendidular que pasa a través de su centro de simetria
(no se muestra en la figura). (2 p)

b) La velocidad angular inicial del disco cuando entra en
contacto con el suelo es @, en sentido horario, mientras que
la velocidad lineal del CM es nula. El coeficiente de
rozamiento dindmico es . Dibuje el DSL teniendo en cuenta
las fuerzas externas que actuan sobre el disco, y calcule: el
tiempo que tarda el disco en empezar a rodar sin deslizar, la

velocidad del centro de masas y la velocidad angular del WMM

solido en el momento en que empieza la rodadura (4 p).

Halle los resultados numéricos de las cuestiones anteriores:
R=14,7 cm, p= 50 kg'm~, @, = 0,60 rad/s, £=0.15

: .
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J P07.07. EXAMEN B2. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO
B

Momento de inercia de un disco (densidad superficialo, radio a)

Respecto a un eje normal que pasa por su centro de simetria (/) [_ = %(Masa) . (Raa’io)2 = %G ra

zz

- En nuestro problema tenemos discos de dos tipos: 1. Disco macizo de radio a = 3R, densidad superficial o= p.

1 81
1. :EP”(3R)4 :7,07?134

2. Cuatro agujeros que se trataran como discos
de radio @ = R y densidad superficial o= -p.

L
e Los agujeros estan dispuestos simétricamente alrededor del centro de simetria
c del disco, la distancia entre cada centro de agujero y el centro de la figura es 2R.
(_: Momento de inercia de cada agujero 1 4
I respecto al eje perpendicular que pasa por I, = _5 P 7R
0 su propio centro:
n
- Hay que calcular el momento de inercia de cada agujero respecto al eje Z que
s Z normal al plano, no pasa por el centro de simetria. Aplicamos el teorema de Steiner:
d se muestra en el dibujo , 5 9
a ]22221222+(_107[R2)(2R) :_Epﬂ-R4
F
. 1 4 8l A
I I.==pa(R) == prR . (81 9
5 EJeZ 1 2 2 9 [zz:]222+4]2222(3_4_j 7Z'R4=_p7Z'R4
- I.=—prR 46
a 2
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J P07.07. EXAMEN B2. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION)
B

=1 T
&6 — ¢ — woSO -0

Situacion inicial:
Vearo =0 Vea :a)o(_k)'?’R (_]) :3600R(_;)
Esto significa que el punto C se mueve inicialmente hacia la

1zquierda, luego la fuerza de rozamiento dindmica se dirige Y
hacia la derecha.

22 Ley de Newton: E F,=Fy=mag,

Hmgi=mag,l

ey = H E 7

Rotacion del disco: E Tey =3R (—j)x Fp=1I.,a
3R(—])xymgf:ICM§ a=

El momento de inercia /-, es el mismo /,, calculado antes,
ya que nuestro disco es una figura plana; la aceleracion

angular es entonces: 3umg R
a="—"—
ICM
donde la masa m es m=pn(3R) —4pr R*=5px R

y el momento de inerciaes [, =1_ = P R*

a:3,u(5p7rR2)gR :2,ug 0—[»:2,Ug -
(45/2)p 7 R* 3R 3R
Antihorario

“)0(_ E)/

SOLIDO RIGIDO

) ﬁR
%//////S/i/i/acién inicial//////%

50 TN

La velocidad angular decrece mientras la
velocidad del centro de masas se incrementa

,,,,,,,,,,,,,,

FR

A

t > 0, pero antes de rodar sin deliza'
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| P07.07. EXAMEN B2. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO
B

. . . 5
Ecuaciones de traslacion y rotacion v, () =aq,t=ugt o(t)=w, —at= o, ——gl 1‘? t
Condicion de rodadura  Vew (t,) =@(¢,)-3R ()
t,=3Rw —M—g3Rt t =Rw° 7

Cuando comienza la rodadura tenemos:

Veu ) =acyt, =pngt, =R, 12227:071'1134 f&
o(t,)=w,—-at, :a)o—zﬂ—gtf —l—a)o p—yr F,
R R IR Y N

T
o 0o

t > 0, pero antes de rodar sin deslizar

SOLUCION: R=14,7 cm, p= 50 kg'm, w,= 0,60 rad/s, #=0.15
I;;=1.65kgm*> a=6.67rads? 1=0.060s vcy,(t)=28.82-10"m/s t)=0.20 rad/s

h i I

OO —w =

48.
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B

Un disco homogéneo de radio R y masa M rueda sin deslizar hacia .
Valores numéricos

abajo en un plano inclinado de angulo 6 que tiene una ranura, segin )
n se muestra en la figura. El disco va montado sobre un eje g (ms”) = 9,8
concéntrico de radio » y masa muy pequeiia. 0¢)= 30
a)  Determine la aceleracion del CM y la aceleracion angular del disco. M (kg)= 1,25
b) Calcule la fuerza de rozamiento entre el eje y el plano inclinado. R (m)=" 040
c) Calcule la velocidad angular del disco cuando haya recorrido una g (m)i 0,05
i | distancia L a lo largo del plano, suponiendo que parti¢ del reposo. L(m=" 150
Apartado a) - . _ (Paralelamente al
L o N Traslacion: ~ Mgsin € —Fp =M Gcy jang inclinado)
>
€ Rotacion: F RV = 1 cm & (Sentido horario)
c
c R Rueda sin deslizar: d¢y =F &
i '} |
O ) ) _ 2 (La masa del eje
- r %‘M Momento 1nercia: I CM — EM R es despreciable)
- 1
F,=1H,—=—MR
d R CM . 7 r2
- 2
F : 1 /R
i ylgsmﬁ——M—ZaCM =MaCM
27 r
S
i 5 : :
R , sin 6 a sin 6
- I+— |acy =gsin@  acy = g2 > a=tu __ & 5 49
o 2r 1+(R /2r ) r r+(R /2r) ‘
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P08.06. EXAMEN A2. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO

Apartado b) Fuerza de rozamiento. A partir de la ecuacion de rotacion y los resultados anteriores

0 gsinf o a
M 1+(R2/2r2) Fpr=Igya — Iy :[CMT =1cy rCzM
Ay gsind 1, gsinf R’ -
o - _ F =2 MR F,=———Mosin8
. r+(R2/2r) R=5 r2+(R2/2) R™ p2. 5,2 g

Apartado ¢) Velocidad angular cuando ha recorrido la distancia L a lo largo del plano inclinado

Es un movimiento uniformemente acelerado, calculamos primero la velocidad del CM:
2gLsinf Veu / 2a0,L _ \/ 2gLsin @
Vv =.2am,L = = = W= P 7
cM = <“cu \/1+(R2/2r2) B 2 r +(R /2)

Solucion numérica

a oy (ms™) = 0,15
a (rad-s’z) = 2,97
Fr (N)= 5,94
vy (m/s) = 0,67

w (rad/s) = 13,35 50 .
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P08.07. EXAMEN B2. CURSO 2007/2008 SOLIDO RIGIDO

Un cilindro hueco y homogéneo, de radio interior r y radio exterior R, rueda sin deslizar a
lo largo de un plano inclinado un éangulo 6 sobre la horizontal. Suponiendo que
inicialmente se encontraba en reposo, se pide:

Determinar la aceleracion del CM vy la aceleracion angular del cilindro.

Calcular la velocidad del CM cuando el cilindro ha recorrido una distancia L sobre el
plano inclinado y la velocidad angular del sélido en ese instante.

Calcular las componentes vectoriales de velocidades y aceleraciones de los puntos 4, By P
indicados en el dibujo cuando el cilindro ha recorrido una distancia L sobre el plano

inclinado, con respecto al sistema coordenado que se muestra en el esquema cuyo origen
es el CM.

| R | /

:Hi //\ L Y

: S i : // \r
/i}\l / A
vc

B
\ X
Posicion del CM al

~ inicio del movimiento

51
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J P08.07. EXAMEN B2. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO
B

Apartado a) Fuerzas que intervienen en el movimiento a lo largo del plano (en rojo)

Y
Ay mgsml—-F,=mag, /
. o
mgsinfd—-———=ma
Fy-R=la F,=1% R o
R : :
o Rueda sin deslizar:
I es el momento de inercia u
respecto al eje principal de o = —M
simetria que pasa por el CM R

Momento de inercia respecto a su
eje principal de simetria de un [ = Em(R2 +r2)

Sea m la masa ! cilindro hueco de radios » y R:
(desconocida) del p 2
" la 1 a 1 r —
cilindro hueco ! R ) e sl g, =Cmagy,
C

., : la o :
Por tanto la relacion m g sin @ T T mac, puede escribirse como m gsind—Cmacy, =macy,

2

_gsin@ donde C=l 1+r—
Do = 1+C 2 R?

_ gsinf

R(1+C) 52 .

De aqui la aceleracion angular vale o

T o 5
OO = =T h®SO—000
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P08.07. EXAMEN B2. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO
Apartado b) ’

Posicion del CM al
inicio del movimiento

Velocidad del CM y velocidad angular cuando ha recorrido una distancia L partiendo del reposo

2 2gsind 2gsinf v 1 [2gsin®
A% =2a L :—L A% = —L :ﬂ:— L E——
T T e M\ "T14C TR TR\ 1+C

e Observacidn: cuanto mas proximos sean los valores de » y R, mayor es
F el valor de C'y menor serd la velocidad lineal y la velocidad angular.

donde C = %(1 +

Componentes vectoriales en el sistema de referencia dado:

_ gsinf - _  gsin@ ( - ~ _ |2gsm@ - . 1 [2gsiné

Apyy ==—— 1 a="""_|-k) Vey=s—"Li =— /—L -

M 14c R(1+C)() M 1+C R\ 1+C (
53

(El eje Z positivo es normal
al plano XYy saliente)

J
]



J P08.07. EXAMEN B2. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO
B

Apartado ¢) Punto superior (A4)
/ = =
//\L Y Va=Vem TVarem =Vem TOXTycm Pajem =R J
// \?
/ . .
A . 2 0. -~ 1 |2 0 -~ -
| TR AL L AL )
1+C RV 1+C
. 2gsinf = -
B v,=2 Li
Ty 4 1+C

Posicion del CM al

i |
L inicio del movimiento P ~ ~ -~ 2 -
------------------------- Ay =0cy TAXTyopm =@ Tyem
E o _gsin@ ;
cM =
1+C . _ . o . _
(i: ) aA:gsmH 7 gsiné R(—kxj)— 2;gsm9 LR
PR LN 1+C  R(1+0) R*(1+C)
0
R(1+C)
n .
o - Ei _2gSlIlt9 (;_£ —:j
. B = 2gsm0L : AT C R J
d 1+C
E .
L 1 |2 0 -~
- el [, (g
i RV 1+C
S 2
i c=1 1+r—2
c 2 R
a




A
J
B

D o 1_.
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Posicion del CM al

P08.07. EXAMEN B2. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO
Apartado ¢) Continuacion Punto delantero (B)
/ - e
/’/\L Y Vg =Vew +Vgiom = Ve T OX o Tgrom = R
/ \f

/ . .
’ : 5= 2850,y L 2esing g (g )
1+C RV 1+C
. 2gsinf = -~ [2gsinf -
B Vg = Li- L
~~—y BT\ 14 C \1+c

inicio del movimiento P - - -~ 2
------------------------- g =Acy TOEXTgopq —@ Tgiom
gsin@ -
i
1+C . _ . o . _
L aB:gsme 7L gsiné R(—kx')— 2;gsm¢9 LR
gsing () 1+C  R(1+0) R*(1+C)
(1+C)
: 5 _gsind | 2L ;_gsin@ ~
2gsing ;= 571 c U R 1+c ’
1+C
2gsin6’L (—l;)
1+C
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B

Apartado ¢) Continuacion Punto inferior (P)
/ — 5
’/\L Y Vp =Veur TVprem =Veu T OX Ty cu Tpiem =R J
[
j A . 2gsm(9 1 [2gsiné - -
v o "L i+—|=2"—L -Rl-kx|-
"7V 1C R\ 1+C fx(7)

_ 2g sin 6? 2gsinf -
B Vp = & PR L (—z )= 0

T~y 1+C 1+C
Posicion del CM al
inicio del movimiento P - - -~ 2 -
------------------- Ap =dcy TAXTpcy =@ Tpjcu

_ . g Sin 9 ;
cM =
1+C ingd - i -\ 2gsi =
) Zzngsm‘g c L gsind R(—kx(—j))— ;gsmﬁL_R'(_j)
~_ gsin (_];) 1+C R(1+C) R*(1+C)
R(1+C)
Sy a _2gsint9L]~_
. g sin - P R
o= L i 1+C R
oM 1+C
.1 [2¢sin6 . El punto P es el centro instantaneo de rotacion. Su velocidad es
= r WL (_ k ) nula pero su aceleracion no.

=1 -
20— =" ho SO —00®r

; .
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P09.05. EXAMEN A2. CURSO 2008/2009

SOLIDO RIGIDO

Una varilla delgada de longitud L desliza a lo largo de dos guias, una vertical y otra
horizontal, segin se indica en el esquema. Cuando el angulo formado por la varilla y
la horizontal es 6, la velocidad del extremo 4 es v, y su aceleracion es a,, ambas
dirigidas hacia la derecha. Determine segun los ejes coordenados de la figura:

a) las componentes vectoriales de la velocidad del extremo B y de la velocidad
angular en ese instante.
b) las componentes vectoriales de la aceleracion del extremo B y de la aceleracion
angular en ese instante.

v,=20cm/s L=0.80m

v,=15cm/s L=0.80m
v,=10cm/s L=0.80m

A

B
C
D

v,=5cm/s

L=080m

6=30°
0=30°
0=15°
0=15°

_ 2
a,=1cm/s
a,=2 cm/s?

a,=3 cm/s?

a,=4 cm/s?

(hacia la derecha)

(hacia la derecha)
(hacia la derecha)

(hacia la derecha)

57
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P09.05. EXAMEN A2. CURSO 2008/2009 (CONTINUACION) SOLIDO RIGIDO

Apartado a) A datos: v, L 6 adeterminar: v; @

STTTTTTTTOT = Va=Vyrl Vp =Vt Vg g =V T OXTp,,

VB =Vp'J ~
y ) ) i Jj k
. ) vgj=v,ri+w-L-] 0 0 —1
—cos@ —-smnf O
01 X
?B/A:L[cosé?-(—f)+sin9-(—])] Z vB-jsz-i+a)-L-[(—sin0)-i+cost9-j]
Vg ) = vA—w-L-sin@)-f+w-L-cosH-]’
WIS ST
Igualando vy—@ L-snd=0 a)_L.Sing w_L-sinH g
componentes R -
vy =@-L-cos6 vy =V, -cotl Vg =V, -cotl-
Resultados numéricos
A B C D
Va (M/s) = 0,20 0,15 0,10 0,05 A B C D
L (m)= 0,80 0,80 0,80 0,80 o (rad/s) = 0,50 0,38 0,48 0,24
6 (= 30,00 30,00 1500 15,00 vg (m/s)= 035 026 037 0,19

6 (rad) = 0,5236 0,5236 0,2618 0,2618
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B

Apartado b) A datos: a, o L 0 adeterminar: ap; «

e i dg —aA+0‘X’”B/A ”B/A

v 4—/ﬁT —w*-L- [—cos@ i —sin@- ]]

)
Y
Il
N
&Y
~.|

NS p a-L-| 0 O -1 :a-L-[—sm¢9-7+c030-]’]
FB/A:L[cosH-(—7)+sin6’-(—]') —cosfd —sinfd 0

aB.j:aA.Z+a.L-[—sin6-5+cos0-]]—a)2-L-[—cosﬁ-f—sine'j]

ag-j=la, —a'L'Sinl9+a)2-L-cosé’]-f+[a-L-cos¢9+a)2 -L-sin@]-]‘

[ a,—a-L-sinf+w*-L-cosd=0 Resultados numéricos

a_aA+a)2-L-cose , A B C D

I-sin@ as (m/s) = 0,01 0,02 0,03 0,04

, L (m)= 0,80 0,80 0,80 0,80

Igualando _ay+w -L-cosf ( ~) 0 ()= 30,00 30,00 1500 15,00

g < a= . -k 0 (rad) = 0,5236 0,5236 0,2618 0,2618

componentes L-sin@
ag=a-L-cos@+w”-L-sin@ A B C D
a (radis®)= 046 029 1,02 0,41
ay =(a-L-cosO+@® L -sin0) as (mis)= 042 026 083 0,33

=1 T
&6 — ¢ — woSO -0
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P07.08. EXAMEN A3. CURSO 2006/2007 FLUIDOS

En una tuberia por la que se suministra agua a un embalse se han colocado unos tubos piezométricos
abiertos a la atmosfera (véase figura 1).

1. Si la diferencia de alturas —~—~—-—-—-—-—<—; Figura 1
entre los tubos es 2 =25 cm

y las secciones de la
conduccion en la parte
ancha y en la parte estrecha s 1 4 S 7

son S; =350 cm? y S, =200 1 o=
cm?, respectivamente, P
determinar el caudal y el o Yo f
flujo masico que circula por
la tuberia.

2. Del embalse toma agua una bomba P que eleva 3000 kg de
liquido por minuto y la expulsa a una altura H =4 m con una
velocidad ¢, = 8 m/s (figura 2). ;Qué potencia debe tener la

bomba si despreciamos las pérdidas por rozamiento?.

Figura 2
H

Datos. Aceleracion de la gravedad g = 9.8 m/s?; densidad del agua p=1.00 g/cm?
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B

L.
Apartado 1
- Ecuacion de Bernoulli A + ,Ocl % =P +— ,002 ‘7/ B-P=— p( — )
_________________ atm + PE%1 P P ( )
H T h. _____________ _H P, =P, + pgz, 2T PEE T 5
L 21 ~T
e Z .
c ¢, | C, })l _ })2 - pgh
s - O s — O —— . —
C Sl 1 S2 2 S
i Ecuacion de continuidad ¢, =c¢,—>
O Y1 Y2 Sl
2 P LA LTSS SIS SIS SIS LSS SIS LSS LSS SIS LSS LSS SIS SIS P _ P l IO( ol — C S2 j pgh
1 2 2
2 S?
S 1
d 2gh L
e Cz=\/ & 5 V2=V=Sz\/ 2gh > mzzm:psz\/ Zgh 2
F 1_(S2/S1) 1_(52/51) 1_(52/51)
i
S
|
C 61
; -
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P07.08. EXAMEN A3. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION)

2. Del embalse toma agua una bomba P que eleva M kg de
liquido por minuto y la expulsa a una altura H con una
velocidad ¢, (figura 2). ;Qué potencia debe tener la bomba
si despreciamos las pérdidas por rozamiento?.

Aplicamos la ec. de Bernoulli en funcion de las alturas

La presion en Sy en 0 es la misma

e /”s”f VT

Hp,=——cy+Y,~ s H,= CO+H
28

2g —
H

Trabajo realizado por la bomba para

W=mgH,
elevar una masa de agua m a la altura H

Potencia necesaria:

dW dm

—=—gH, W=gH,m
a di © s
La bomba eleva M kg por minuto:
M (kg) 1 |
= = —M k / =R
60(s) 60 2 W= MeH:

La velocidad de la superficie
libre del embalse es nula

A
Figura 2

H

Vs
|

p (kg/m®) = 1000
g (m/s®) = 9,8
h (m) = 0,25
Sy (m?) = 3,50E-02
S;(m’)=  2,00E-02
P,-P, (Pa) = 2450
C, (m/s) = 2,70
cq (m/s) = 1,54
V(m¥s)=|  5,39E-02
m (kg/s) = 53,95
g (m/s®) = 9,8
(kg/mln) = 3000
Co (M/s) = 8
H (m) = 4
Hp (m) = 7,27
W (watt) = 3560,00
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= . Una esfera hueca (radio interno R,, radio externo R,), hecha de un material de densidad p,, flota
en un liquido de densidad p,. Cuando el hueco se rellena con un material de densidad p,, la esfera
“f flota completamente sumergida con su parte superior justamente a ras de la superficie. (a) Calcule

la fraccion de volumen de la esfera hueca que flota por encima de la superficie antes de rellenarla.
(b) Calcule la densidad p,,,.

Datos numéricos
po(glem®) = 0,80

po (glem®) = 1,60

(a) Volumen y masa de la esfera hueca:

4 4 5 3 R (m)= 0,10
VozgﬂRj M0=§7Z',00 (RZ—RI) R, (m)= 020

Por el principio de Arquimedes, la esfera sufre un empuje
E igual al peso del fluido dsplazado. Como la esfera
flota, E debe ser igual a su peso M,,g.

v, Pr '
E=p,V, g VT, esel volumen de la parte sumergida

s oS0 —0000

d Igualando E con el peso, calculamos ¥V,  E=p, V, g=M,g = %7[ o) (R; ~-R ) g

4 3 p3 3
V, = “pfo (R23 —Rf) Fraccion sumergida Vi _ Py (R2 3Rl ): Polg. K,
3 o Vo po R Pr

63
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B (b) Cuando el interior de la esfera se rellena con un material de densidad p,,, 1a esfera flota con
su parte superior justo a ras de agua.

El empuje £’ iguala al peso del fluido desplazado. Dicho
peso es igual al peso de un volumen de fluido igual al
volumen de la esfera.

- E'=p, V,g=(M,+M)g M'=p, V,—M,
, 4 4
I; M:gﬂ',OL R;—Eﬂpo (Rj_Rls)
c
4 4
c M'==7(p,-p ) Ry +<7 o R
|
0 .
" La masa del material de relleno es . glom®) =10.80
e 3) =
s M'=i7r,0m R’ pL (9/cm”) =1,60
d 3
e Solucién Ry (m)=0,10
Igualando las dos expresiones para M’ numerica Ry (m) = 0,20

R, VN, = 0,44

P = Po +(pL ':Oo)R_lg om (g/cm?®) =7,20 64

& 0 = —T
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P07.10. EXAMEN B3. CURSO 2006/2007 FLUIDOS

Un tanque de forma cilindrica es utilizado para almacenaje de agua. El 4rea de su base es S m2.
Un grifo en la parte superior aporta un flujo masico de C; kg/s, mientras que un desagiie
situado en la parte inferior deja salir fuera C, y kg/s, donde y representa la altura de la
superficie del liquido sobre el fondo plano del tanque. Ademas, existe un rebosadero a una
altura 7 m por encima del desagiie. Suponiendo que al comienzo de una jornada el tanque
contiene inicialmente ¥, litros, y que se abren al mismo tiempo el grifo de entrada y el
desagiie, calcular:

a) El tiempo que tarda la superficie del agua en alcanzar el rebosadero (si es que lo alcanza).

b) En caso de que no hubiese rebosadero, calcular el maximo nivel sobre el fondo que puede
alcanzar el agua.

c) Haga una grafica de la altura alcanzada por el agua en funcién del tiempo, sefialando en la
misma los valores obtenidos en los apartados a) y b).
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Rebosadero

Ecuacion de continuidad

v
mt)=pV(O)=pSy{t)  Yo=—

am . :
——=m—m,

dt

S
dm dm dv(t d
| 20 R
MORS
V. d
yO] S m, = C, (kg/s) pS 2 C,—-C,y
. dt
S 1,
p — densidad del agua iy = G,y (€, > kg/(m-s))
d 1 [ 4 1 | _[c —C :‘IZ‘L” (6=C)
2y
Y S dt
C,-Cy pS C-Cy pS W=C —Coy - dy=—Lau
Yo 0 C2
o C -C C C
Ln(C, - Cﬁ){ =——1 Ln(;ﬂj =2 C,-C,y=(C,-C, yo)exp(——ztj
2 w P S5 1 C -Gy pS prS
G (G Ve s
y c, \c Yo |CXP oS

) .
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P07.10. EXAMEN B3. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION) FLUIDOS

G LS exp| - S
Y c, \c Yo |CXP 58

a) El tiempo que tarda la superficie del agua en
alcanzar el rebosadero (si es que lo alcanza).

C, ( C, J C,
—L—y, |exp| ——=t| =—L
CZ pS C2

Valores numéricos

b) En caso de no existir
rebosadero, calcular el
maximo nivel sobre el
fondo que puede alcanzar
el agua.

l m, Spillway

_>""]['

.G
ymdx = llm__

{—>0 C2

Vo (litros) =
Vo (m°) =
S (m?) =
p (kgim®) =

C1 (kgls) =
C, (kg/m.s)=

Yo(m)=
C1/C2 (m) =
CilCoyo=
Cop S =
h(m)= 1

100
0,1
10
1000

0,6
0,5

0,01

1,2

1,19
0,00005

y=12-1.19exp(-0.00005 ¢)

_ L, (1.2-1)

t, =— n =35668 s
7 0.00005  (1.2-0.01)

max tl_)IgCZ C2 0 pS

Cl
. =—=1.20m
Ymax C

2

) .
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P07.10. EXAMEN B3. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION) FLUIDOS

c) Nivel de agua frente a tiempo

y= Q—(Q—yoJexp(—%t] y=1.2-1.19exp(-0.00005 ¢)
yo

C2 CZ
1,4
4 Altura maxima sino hubiese
» (m) { 19 rebosadero 120
. > 1.20m
» 1,0 4
y=h=1m
0,8
0,6
El nivel de agua llega
al rebosadero
0.4 1 t=135668 s
0,2 4
0,0 —t > ()
0,0 20x10* 4,0x10* 6,0x10° 8,0x10* 1,0x10° 1,2x10° 1,4x10°

68
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P08.08. EXAMEN A3. CURSO 2007/2008 FLUIDOS

Un cilindro de seccion S lleno de agua esta cerrado por su
parte superior mediante un piston hecho con un material

muy ligero que ajusta muy bien y sobre el que hay una pesa

de masa M. Por debajo del nivel del agua, a una h

profundidad %, hay una llave que al abrirse permite el paso -

del agua a través de un conducto de seccion efectiva 4. )--‘:‘:‘:‘355—‘::\\
Datos numéricos: M =20kg; S = 400 cm?; 4 =1cm; h = 60 cm -

a) Determinar la velocidad de salida del agua en el momento en que se abre la llave.

b) Calcular el flujo de agua (en kg/s) y el caudal (en litro/s) en el instante en que se abre la llave.

Sean 1 y 2 los puntos sefialados en la figura, entre los que aplicaremos Bernoulli
1 1
A +§,0012+,0gh1 =P +5,0022+,0ghz
Punto 1

Velocidad c,: la suponemos nula pues S >> A, y eso quiere
decir que la bajada del piston sera muy lenta.

Presion P;: debe ser igual a la atmosférica mas la ejercida por
la pesa; despreciamos el peso del piston al ser muy ligero.

M
P=P +-%
S

atm

Altura 4,: tomando como nivel de referencia el del orificio de
salida, es evidente que A, = h.
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P08.08. EXAMEN A3. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION)

Punto 2

Velocidad c,: es la incognita a determinar.

Presion P,: es igual a la presion atmosférica ya que se trata

de un extremo abierto.

Altura /,: tomando como nivel de referencia el del orificio de

salida, es evidente que 4, = 0.

La ecuacion de Bernoulli queda

Mg 1 j/ 1, /
}%+—+— of + h=%+— c; +
atm S 2100 ,Og 210 2 ngZ

M
Velocidad de salida: ¢, = \/ 2 g[—S + h]
P

Flujo mésico: m=p Ac,

Flujo volumétrico: V = T4 c,
P

Con los datos del enunciado multiplicamos
por 10° para obtener el resultado en litro/s)

DATOS ENUNCIADO

M (kg)= 20
S (em®) = 400
A (sz) = 1

h (cm) = 60

S m)= 0,04

A (m*)= 1,0E-04

h (m)= 0,60
DATO CONOCIDO

p (kgm’)= 1000

¢, (m/s)= 4,64
m (kg/s)= 0,46
V (litro/s) = 0,46
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En la azotea de un edificio de tres pisos, a 12 m de altura sobre el nivel de la calle, hay un

deposito de agua para servicio de la comunidad. La superficie del agua en el depodsito Piso 1° 4 m
alcanza una altura de 1 m sobre el fondo, y este nivel puede considerarse invariable aunque Piso 2° 7 m
varios vecinos abran los grifos a la vez, pues el volumen almacenado en el deposito es Piso 3% 10 m

grande comparado con el caudal de salida y ademds hay un mecanismo de alimentacion
que deja entrar agua de la red publica para compensar el gasto de agua. Las alturas sobre el
nivel de la calle de los grifos de los distintos pisos se dan en la tabla adjunta.

Se sabe que las pérdidas de carga en las tuberias son de 8000 Pa/m, y dada la
configuracion de la fontaneria de la finca, se puede admitir que la distancia

de los grifos de cada piso a la tuberia principal de bajada es despreciable. _If -
. m
Se pide: e

Considerando que cada grifo tiene una abertura de salida equivalente a 0.40
cm?, y que siempre se abren al maximo, determinar cuanto tiempo tardara en
llenar un cubo de 20 litros el vecino del 1°, el vecino del 2° y el vecino del 3°. 12m []

Un fin de semana en que el fontanero estd ilocalizable, hay una averia en la (]
alimentacion del deposito, que queda interrumpida, y como resultado el depodsito
se va vaciando lentamente. El vecino del 2° llena una jarra de agua de 1 litro a

las 12 h, y observa que tarda 4 segundos en llenarse. Cuando vuelve a llenar la D
misma jarra a las 14 h, el tiempo de llenado es de 5 segundos. Calcular cuanto

ha descendido el nivel del deposito en ese intervalo.

Tome la aceleracion de la gravedad como 10 m/s?, y la densidad del agua como 1000 g/cm?.
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P08.09. EXAMEN B3. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) FLUIDOS
Apartado a)
D = Pérdida de carga en tuberias (Pa/m)
1 1
0 %+5p%+pgyo—D-L=f+5pcz+pgy
B Y
I | <0)=\250y—y)-2D-Lip =y28(yy—-»)-2D-(H-y)/p
hy i i L=H-y c(y):\/2gy0—2gy—2D-H/p+2D-y/p
vo=H+hy cv)=+2g(t+h~D-H/pg)-2g y(1-D/pg)
71——';' """" ] !
I ] c(y)=y2glhy+H(1-D/pg)-y1-D/pg)]
I I EiN | . .
! Cada piso se caracteriza por su diferente valor de y (altura sobre el
I . 2, suelo). El flujo volumétrico (caudal) al abrir el grifo en el piso
H - situado a la altura y esta dado por:
I I BN
B O(y)=5-c(y)=S-\2glhy + H(1-D/pg)-y(1-D/pg)|
U N I W

El tiempo que tarda en llenarse un recipiente de 20 litros sera:

20-107° _ 20-107°
oly)  S-cy)

1(20) = (unidades S.1.)

b .
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Apartado a) continuacion

)=42 g[ho +H(-D/pg)-y(1-D/pg)] (20 2010720107
0(y)=5-c(y)=52g[hy + H1-D/ pg)-y(1-D/ p g)| oy) ~ S-ely)
Piso 1°: =4 m
Piso 2°: il 7 m Apartado b)
Piso 3°: y2 —10m Cuando empieza a disminuir lentamente el nivel del deposito, la
3 velocidad de salida en un piso situado a la altura y sobre el suelo sigue
g (m.s )= 10 .
(kgm3)= jo00 | Stendo c(v)=+2glh +H(1-D/pg)-y(1-D/pg)]
2 ; : 112 .. pero el valor de 4, va disminuyendo lentamente.
D (Pam)= 8000 *(»)
= —-H({1-D 1-D
Smy= 40005 | "= 2, (1-D/pg)+y1-D/pg)
2
ci(mis)= 7,21 Puesto que 0=S-c = h=—2——H({-D/pg)+(1-D/pg)
ca(mis)= 6,32 2g5
cs (M/s) = 529 donde 0=-— capacidad (12h) Q2(12 h)
ms litrofs tiempo llenado S
Q.= 288E-04 0,29 : : :
Q; = 95304 095 El vecino del 2° registra diferentes c,(14h)= 0,(144)
Q;= 212E-04 0,21 valores del caudal a diferentes horas: — S
t (S) t llenado 11 litro/s m*/s ¢ (m/s) Nivel agua m
- Alas 12 h 4 Q,(12h)= 0,25 2,500E-04 6,25 ho (12 h) = 0,95
t1(20 I) - 69’3 Alas 14 h 5 Q, (14 h)= 0,20 2,000E-04 5,00 ho (14 h) = 0,25
t,(201)= 79,1
t3(201)= 945 Ah=0.70m

h .
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P09.06. EXAMEN A3. CURSO 2008/2009 FLUIDOS

Una pesa de plomo de forma ctbica con una arista @ = 5 cm se adhiere firmemente al centro de
una plancha cuadrada de corcho de espesor e = 6 cm (ve€ase figura 2.a). A continuacion el
conjunto se introduce en una cubeta de agua con la pesa hacia arriba y se observa que flota de
manera que la superficie del agua es rasante con la cara superior del corcho (figura 2.b).

a) Determine cuanto sobresaldra el corcho de la superficie del agua si el conjunto se coloca al
revés (es decir, calcule la distancia d en la figura 2.c).

b) Si se colocase otra pesa exactamente igual a la primera encima del corcho de la figura 2.c,
(s€ hundiria el conjunto, o continuaria flotando? Razonese la respuesta.

Datos de densidades (g/cm?®): plomo 11.4; corcho 0.16

Figura 2.a Figura 2.c

74
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P09.06. EXAMEN A3. CURSO 2008/2009 (CONTINUACION) FLUIDOS

a) Determine cuanto sobresaldra el corcho de la superficie del agua si el conjunto se coloca al

reveés (distancia d en la figura 2.c).
Principio de Arquimedes:

Cualquier solido sumergido en un
fluido sufre un empuje vertical
hacia arriba igual al peso del
volumen de fluido desalojado.

555553
455

%
4

I

Figura 2.b

Usaremos los subindices: C para el corcho, P para el plomo, A4 para el agua.
Sea § la superficie del corcho, que tendremos que determinar para calcular su volumen.

We=p--e-S-g Elconjunto flota porque la parte sumergida (el corcho) sufre un
W 3 empuje hacia arriba igual al peso total del corcho mas la pesa.
p=Pp-d -8
E:W :WC+WP pP-a3

E=W,=p,-eS- S =
Pa & pA-e-S-g:pC-e-S-g+pP-a3-g (PA—PC)'e

Cuando se coloque al revés (figura 2.c) estard sumergida la totalidad de la
pesa de plomo y parte de la plancha de corcho, un volumen igual a S*(e-d).
Por lo tanto el nuevo empuje serd E'=W,=p,-S-(e-d)-g+p,-a’-g

pa-S-le=d)g+pya’-g=pc-eS-gtppa-g

LS. 5 )43 S(cm?)= 2827
d:e—pc S e+(’0P 'OA) a lado(cm)= 16,8
PaS d(cm)= 0,44
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42 b) Si se colocase otra pesa exactamente igual a la primera encima del corcho de la figura 2.c,
p g p g
,s€ hundiria el conjunto, o continuaria flotando? Razonese la respuesta.
El cuerpo cuya flotacion hay que estudiar
- ]
esta compuesto por tres partes: dos pesas
iguales y la plancha de corcho. Las masas V. [ i ] M,
B v volumenes de cada parte se denotan por
Mp, VpyMc, Ve . Vp |@ Mp
I; La masa total es MT:MC+2MP:,oC-S-e+2,0P-a3
C El volumen totales Vy =V +2V, =S8 e+ 2a° Si al calcular esta densidad
c .
: . . .S.e42p. .43 Mmedia resulta un valor
: Por lo tanto su densidad mediaes  p= My _ pc-S-et2p £ ¢ mayor que la densidad del
D VT S -e+ 2 - . -
n agua, el conjunto se hundira;
8 Haciendo los calculos, la densidad resulta p =1.60 g/cm’ s1 es menor, flotara.
S
d La conclusion es, por lo tanto, que se hundira.
e
F
i
S
i
C 76
a ]
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P09.07. EXAMEN A4. CURSO 2008/2009 (CONTINUACION)

Un deposito de agua para riego tiene forma cilindrica, siendo el area
de su seccion recta S = 4 m?. El deposito se alimenta por medio de
una conduccion (1) que aporta un flujo de entrada constante de 7.8
kg/s. En el fondo del deposito hay dos tuberias de salida: la tuberia
principal (2) de diametro 5 cm, y la tuberia auxiliar (3), de didmetro
2 cm.

a) Por las mananas la tuberia (2) esta abierta y la tuberia (3) esta
cerrada. Asi se mantiene un volumen constante de agua en el
deposito, alcanzando su nivel una altura / (véase esquema).
Calcular la altura 4, el volumen V' contenido en el deposito y la
velocidad de salida del agua por la tuberia (2).

b) Por las tardes las tuberias (2) y (3) estin ambas abiertas. El
nivel de agua del depdsito también se mantiene constante, pero
a una altura diferente /’. Calcular la altura 4’, el volumen V”’

contenido en el depdsito y la velocidad de salida del agua por
las tuberias (2) y (3).

Densidad del agua: 1 g/cm?

FLUIDOS
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a) Por las mafianas la tuberia (2) esta abierta y la tuberia (3) esta ‘ 1
cerrada. Asi se mantiene un volumen constante de agua en el S

deposito, alcanzando su nivel una altura /# (véase esquema). X

Calcular la altura 4, el volumen V' contenido en el deposito y la

velocidad de salida del agua por la tuberia (2).

: o d . , m, =m
Ecuacion de continuidad am m;—m, =0 ’ : h
dt m, =7.8kg/s
Puesto que la superficie libre del agua del
depdsito tiene velocidad nula, la velocidad de c,=+2gh —==-
salida c, esta dada por la ec. de Torricelli) * 3 4, ‘ 2
2
o oy 1 m 1 7.8
28 p7 A2 2:981000%-(1.963-107
D2 2
4, = ”Tz =200 1963107 m?

Una vez calculada la altura 4, se V=S-h=4.085=322m"

determinan el volumen del
deposito y la velocidad de salida Cy =+/2gh =+2-9.8-0.805 =3.97 m/s

1 =X =
80 &0 o= = T M JO — OO0 F
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b) Por las tardes las tuberias (2) y (3) estin ambas abiertas. El ‘1

nivel de agua del depdsito también se mantiene constante, pero S
a una altura diferente /’. Calcular la altura %’, el volumen V’
contenido en el depdsito y la velocidad de salida del agua por .
las tuberias (2) y (3).
Ecuacion de continuidad: aqui llamaremos 71,, 71, a los flujos de h'
salida por las tuberias 2 y 3 para distinguirlos de los del apartado a)
dm . . . . : :
= =m;—n,—ny;=0 donde sigue siendo 71, = 7.8 kg/s e
t - . 4 l N
Como antes, la superficie libre del agua del depdsito tiene
velocidad nula, y las velocidades de salida ¢’, y ¢’; estan dadas m
por la ec. de Torricelli (ambas son iguales pues la entrada a las &
dos tuberias esta a la misma profundidad 1, = A N A 2gh
ny=p-A,-cy=p-A,-\2gh' B
ny=p-Ay-c'y =p-A;-J2gh h'= > > =0.598 m
2gp '(Az + 45)
A,=1.963-107 m?
Una vez calculada la altura %, V'=S-h'—4.0598 =239 m> 4 =3.142-10~ m?
: :  =3.142.

se determinan el volumen del
depdsito y la velocidad de salida chy=c'y=+2gh =+2-9.8-0.598 =3.42 m/s

1 = l-'.I
808 = =T M JO — OO0 F
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P07.11. EXAMEN A4. CURSO 2006/2007 TERMODITAMICA

10 moles de un gas ideal monoatomico inicialmente a 20 °C se expanden reversiblemente
de acuerdo con la relacion p = aV, donde p, V representan la presion y el volumen,
respectivamente, y a es una constante. EI volumen al final de la expansion es el doble del
volumen inicial. La constante universal de los gases es R = 8.314 J/(K-mol)

1. Representar el proceso en un diagrama p-V (1 p).

2. Determinar la temperatura final (1.5 p).
Conocemos 7', = 20° C =293 K

3. Calcular el trabajo en la expansion (1.5 p).
» Debemos encontrar una relacién que nos
2 124 permita hallar el valor de 7, sabiendo T y
p=ab, I, = R la relacion de voliimenes inicial y final.
b, =aV. 7 b, V,=mV, (en este caso m = 2)
2 2 R ‘
2
&:5 5:—plI/vl = E = lz T:mZT
II/ d P, T, plez V, m i 1
! Vm2h T,=m®T =2%-293=1172 K =899° C
Trabajo en la expansion:
) &)
a a nR
W =IpdV=Ia vdv =§[V2]Zf W=§[V22 —V12]=§[m2 -1y =7[m2 -1
" g nRT, aVv;’
10-8.314 2 _ =1
w=108319 2 1] 293-36540 1 w=—=r nL=r

80
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P07.12. EXAMEN B4. CURSO 2006/2007 TERMODITAMICA

Un gas ideal de coeficiente adiabatico = 1.4 ejecuta un ciclo de potencia formado por las
siguientes etapas:

1—2 El gas se expande politropicamente (indice de politropia k; = 1.35) desde las
condiciones V; = 1 litro, P, = 7.87 bar, hasta que su volumen se duplica.

2—3. El gas se enfria a volumen constante, hasta que su temperatura es 75 = 280 K.

3—1 El gas se comprime politropicamente hasta restituir las condiciones iniciales (sea
k, el indice de politropia de este proceso, que debera determinarse).

Se supone que todas las etapas son reversibles. La masa de gas es n = 0.20 moles, y la constante
universal de los gases es R = 8,314 J/(K-mol). Se pide:

A) Calcular las coordenadas de presion y temperatura en todos los puntos notables
del ciclo (2 p).

B) Determinar el indice k, y representar graficamente el ciclo en un diagrama de
Clapeyron (P-V) (2 p).

C) Calcular el trabajo asociado con cada una de las etapas del ciclo, discutiendo su
signo (2 p).

D) Calcular el calor asociado con cada una de las etapas del ciclo, discutiendo su
signo (2 p).

E) Determinar el rendimiento del ciclo (1 p).

F) Calcular la variacidon de entropia de cada una de las etapas del ciclo (2 p).

| .
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P07.12. EXAMEN B4. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION)

Calculo del indice £,

R (J/K.mol)
n (mol)

Vi ()

P, (bar)

Va (1)

T3 (K)

K4

Y

Vi (ma)

P, (Pa)

Vs (m3)

K1

Vs (m”)

k2

¢, (J/K.mol)

N —

8,314
0,2

1
7,87
2

280
1,35
1,4

0,001
787000
0,002
1,35
0,002
1,7573
20,785
T (K)
473,3

371,3
280,0

V=V, =2,

Se calcula p,
usando la ley de
los gases ideales

prlkz = P3 V3k2

k. = ln(Ps/Pl)
S (/%)

P,V 70141449

P,V.* 42073464

vV (m°) P (Pa)
0,001 787000
0,002 308734
0,002 232792

En azul, los datos iniciales

Los demas se calculan usando la ecuacion
de estado del gas ideal, y para T, la
ecuacion adiabatica en funcionde T'y V.

TERMODITAMICA

p (bar)
B Observe que en la etapa 12 se verifica
. I,-T,<0 k,—y<0
6 -
5
4
3
2 I I I I I I
1,0 1,2 14 16 18 2,0
V (litros)
W _pVi-pVy nR(T, - T,)
politrdpico -
k—1 k—1

_ pV, _prf 4 prf -pV, _

Q politrépico ~—

k-1 y—1

0, =nc, (T,-T,)
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P07.12. EXAMEN B4. CURSO 2006/2007 (CONTINUACION) TERNMODINAMICA
QW) W) AU (J)
Calor y trabajo Polit1—-2 60,55 484,38 -423,83
Isoc 23  -379,71 0,00 -379,71
pV.-pV, nR({T-T,) Polit 3—>1 379,13  -42441 803,54
Wootivopico =1 T3 Qin, Wout 439,68 59,97 0,00

pVi—p/Vy pV,—pV { W }
qulztmplco k -1 + y— 1 & ( / l (k - 1)(7/ - 1)

Oy =nc, (T,-T,)

imi W oiiiss W oo
Rend]mlento 77 — Wvout — polit1—>2 polit3—>1 5997 _

= =0.136
Qin onlit1—>2 + onlit3—>1 439.68
Incremento de entropia (politropicas) o
y-
- 1(y-1) Calculo entropias - pV;
AS =—nR lnE V= (pf_fJ Volumen auxiliar B p.V
v v, V(ki) (m”) 0,00109
3
Incremento de entropia (1socorica) V(kz) (m”) 0,00371
AS1, (J/IK) 0,144 Politropica
T
(s, ( nedl R (T, ASz3 (J/K) -1,174 Isocora
ST Ty N T AS31 (J/K) 1,030 Politropica
! AScicio (J/K) 0,000

N .



J P08.10. EXAMEN A4. CURSO 2007/2008 TERNVIODNTANMICA
B

Una muestra de 0.25 mol de gas ideal monoatdémico, cuyo
coeficiente adiabatico es y = 5/3, describe un ciclo de potencia que
puede asimilarse a un ciclo ideal de Carnot de rendimiento 40%. Vi (litros)= 3,50
Los volumenes y presiones conocidos de este ciclo se dan en la tabla P, (bar)= 4,00
adjunta. Rellene los cuadros de resultados, usando las unidades v, (littos) = 7,00

- indicadas, para cada uno de los apartados siguientes:

Etapa 152 Expansion isoterma

a) Calcule los calores especificos del ¢, (J/molK)=
gas a presion y a volumen constante. ¢, (J/mol.K) =
Dato: R = 8,314 J-K-'mol!

d) Calcule la variacion de entropia
de cada etapa del ciclo.

: AS (J/K)
b) Determine todas las coordenadas V, p, T de los 10
puntos notables del ciclo que no estan dadas en el
L enunciado. Haga una grafica del ciclo usando el 2—3
e reverso de esta hoja, numerando dichos puntos 34
C notables en el sentido de recorrido del ciclo. 4-1
E V (m’) p (Pa) T (K) e) Calcule el indice politropico del proceso que une
! | BBE i BB i directamente el punto de mayor presion del ciclo
o 5 con ¢l punto de mayor volumen del ciclo.
n :
8 3 k =
3 4
d C) Determine el trabajo, el calor y la variacion
€ de energia interna en cada etapa del ciclo. Cada resultado correcto (total = 40):
F A ifica:
partado a) +2  Apartado b) +1  Grafica: +5

i w ) o) AU (J)
5 152 Apartado c) +1  Apartadod) +1  Apartado e) +6
i 23
c 34 84
: o a



A

J P08.10. EXAMEN A4. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) TERMVIODINAMICA
B c
a) Calcule los calores especificos del y= ' o = R e = 7 R c¢p (JJmol.K)=| 20,785
n gas a presion y a volumen constante. Cy v (7/ _ 1) P (7/ _ 1) ¢y JmolK)=| 12,471
Dato: R = 8,314 J-K-'mol-! cp—cy =R y=5/3
b) Determine todas las coordenadas V, p, T de los D 4 Grafica cualitativa. Véase
puntos notables del ciclo que no estan dadas en el la graficas cuantitativa mas
enunciado. Haga una grafica del ciclo usando el 1 adelante.

reverso de esta hoja, numerando dichos puntos
notables en el sentido de recorrido del ciclo.

(isoterma 1—2)

ran)  p®a T (K
L | Ti — V4 II/I — T2
e I nRk
E ;@Z(I_UR)'EZT4
i (isoterma 3—4) >V
0
T,
n Me=1--L=1-2
a T A Ti
S
d (1) 4 1/(7-1) .
= V.=V T T, Las coordenadas de cada punto se calcularan
E o2 T, Va=h T usando la ecuacion estado del gas ideal (cuando se
i L y N conozcan dos coordenadas de un punto) o la
LVi"=1V{ nvy =Y) WV - ecuacion de la adiabatica (en forma de relacion 7-V
is en otro caso).
. (adiabatica 2—3) (adiabatica 4—1) 85
a .



J P08.10. EXAMEN A4. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) TERMODINAMICA
B C) Determine el trabajo, el calor y la variacion =~ Procesos isotermos: AU = 0 d) Calcule la variacion de
> de energia interna en cada etapa del ciclo. entropia de cada etapa
Procesos adiabaticos: trabajo Procesos adiabaticos: O =0 alell el
R(T,-T,) R(T, - T3) O

Wi = Wa ia =
- adiab41 1 diab23 y—1 T
\\ ASIZ — Qz’sotlZ AS34 — Qisot34
w (J) T T

0 (J)/ AU.A/(J i 1
- Wadiab = 1 \ \
S 3/ ,.“/ / AS (J/K)

L »0——0 ‘/ 120
L —>0 / @ 23 O+——
e / 354 ./ /ASadiab =0
C v, AU =W iian23 4—1 O (reversible)
C Qis0t34 = I/Visot34 =R T3 11’17
i v, 3 AU =W iapar
O Qis0t12 = I/Visotlz =R Tl In—=
n % 1 Procesos adiabaticos: AU =W .,
e Qisot = VVisot =R Tln_f
5 i
d Procesos isotermos: calor y trabajo
e
F e) Calcule el indice politropico del proceso que une directamente el punto de mayor presion del ciclo con el
i punto de mayor volumen del ciclo.
s Inp, +klnV;=Inp;+kInV,
i yk— o, pk ln(P3 /Pl)
P71 = P3hs k=—"—=—<
c k(In¥; —In¥;)=1n p; ~In p, (¥, /7;) 86 .
a



P08.10. EXAMEN A4. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) TERMODITAMICA

JC

cp (J/mol.K)=| 20,785 | 450
R (J/mol.K)= 8,314 cy (JmolK)=| 12,471 400 1
Y= 1,67 1 250 \\
n (mol)= 0,25
v, (litros)= 3,50 3,50E-03 M3 3,00 \\
P, (bar)= 4,00 4,00E+05 Pa \\
v, (litros)= 7,00 7,00E-03 m3 2,50
nr 0,40 200 \\ 2
T,=T,(K)=T,(K)= 6736 \ \
Ty=(-mp) T, Ty=T5(K)=T,(K)= 4041 "0 \‘\
Apdoe) k= M k= 1350 100 4
nlh, 73) T
0,50
a2
C (1) 0,00 ‘ ‘ ; ; ‘ ‘ :
C Y = 1,67 0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00 14,00 16,00
i n (mol)= 0,25 V (litros)
o Vi (litros)= 3,50
o Pi(an= 4,00 AS (J/K)
o V, (litros)= 7,00 122 1,441
ng= 0,40 23| 0,000
5
34| 1,441
k<[ 1350 | 4->1[ o000
= Coordenadas V, p, T
i y(m) p@Pa  T(K) W (J) oW AU
1| 0,0035 400000 673,6 12| 9704 970,4 0,0
_5 2| 0,0070 200000 673,6 23|  840,0 0,0 -840,0
I 30,0151 55771 404,1 34| -582,2 -582,2 0,0
S 4] 00075 111542 404,1 41| -840,0 0,0 840,0
d
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P08.11. EXAMEN B4. CURSO 2007/2008

TERMODITAMICA

Un mol de gas ideal de coeficiente adiabatico 1.40 describe el ciclo termodindmico de la figura.
Se trata de un ciclo descrito en sentido horario en el que la etapa 152 es isoterma, siendo su
temperatura 750 K, y la etapa 4—1 es adiabatica, siendo la presion p, = 1.05 bar. Ademas, se
conocen las siguientes relaciones de volumen:

E=8/3 ﬂ=0.90
" Vs
s P |
IZT .
P> \%D 2
P3 = DPg 4 3
W Ve V=l

a)

b)

Dato: R=8314J-K ' -mol’

Suponiendo que todas las etapas son reversibles, analice el ciclo
y realice las siguientes tareas, completando el cuadro Resultados:

Calcule las coordenadas V, p, T de los puntos
notables del ciclo que no estén dadas en el
enunciado. Emplee los resultados obtenidos para
dibujar una grafica a escala en el plano p - V.

Razone a partir del primer principio los signos de
los intercambios de calor del gas en cada etapa
del ciclo. Después calcule para cada etapa el
calor, el trabajo y la variacion de energia interna
del gas. Con esos resultados, determine el
rendimiento, si se trata de un ciclo de potencia, o
la eficiencia, si es un ciclo de refrigeracion.

c¢) Calcule la variacion de entropia en cada una de las etapas del ciclo.

d) Considere una maquina térmica funcionando de acuerdo con este ciclo, pero de
forma irreversible. Si su rendimiento fuese el 40% de la méaquina reversible

la maquina térmica ideal proporcionaria en cada ciclo de funcionamiento?

ideal, ;cuanto calor habria que suministrarle para obtener el mismo trabajo que 38 .
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B

Apartado a) Coordenadas de los puntos notables

- p
s+ P Isoterma pVi=pV, = “—=a
» 1 V%)
0
4 2_ub = —==a-b
- Isobara A v
Isocora V,=V.
P 2 e
e \O
s ? R T v _ 4 TV?’—I_T V?’—l
) Dy =pa 4 3 Adiabatica __ p)V" = pJVi 1 =1y \
V _
e , v r-1 | y_l\V—nRT“ V—V—V4
. v v, v=v, BNy Thias += "=h=y
C 1 4 = V3 Vy a-b D
i | J
Datos 1niciales
ﬁ 4 T y -1y _oRhL, o _MRL, s
P ! a-b 4 : |4 2 V- 3 nR
5 1 Vi P T : 2
d - 21 P> T,
e 3 £ P3 5 Calculo de valores numéricos: véase mas adelante
F 41 V4 P T,
Is Relaciones de volumen conocidas
i v, v,
2 _q 4 _p
a
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P08.11. EXAMEN B4. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) TERMODITAMICA

Apartado b) Trabajo, calor, variaciones de energia interna

El ciclo es recorrido en sentido horario. Esto corresponde a un ciclo de potencia, con trabajo
neto del ciclo positivo.

isot —

W _Qisot IHREIH%

4 P 1 1—2 Expansion isoterma 1
""""""""""""""""""" msot > O’ Qisot >0 Tﬁnal = ];nicial Vﬁnal > Vinicial Al]ism - U2 _Ul =0
Wadiap <0
Q =0 ) ) ) Qisocoro =ncy (T3 _TZ) I/Visocoro =0
adiab 2—3 Enfriamiento isocoro
AU, =U;-U, =0
p2 \(2 rrrrrrrrrrrrrrrrr 2 T final < 7;nicial Vﬁnal = Vinicial 1wocoro 3 2 stocoro
—0
D3 = P4 4 3 — Qisocor0< 0, VVisocoro =0
14 Qisob:nCP(T;l_Té)
> 3—4 Enfriamiento isobaro < W, = p. (V4 —V3)
I/l V4 V2 = 1/3 Tﬁnal < ];nicial Vﬁnal <Vinicial Al]isobam: U4 _US = Qisobaro_ VKsobaro
v
Ql'sobaro < 0’ msobaro <0
V,—pV; - —
Wadiab = P74 _1171 1 _ I’ZR(T4_1 Ti) Qadiab =0
4—1 Compresion adiabatica 4 4
Tﬁnal > ];nicial Vﬁnal < inicial AUadiab - Ul a U4 - _Wadiab y=—

Calculo de valores numéricos: véase mas adelante
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Apartado ¢) Variaciones de entropia
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P08.11. EXAMEN B4. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION) TERMODITAMICA

2 2 Ty
00, ow. nRT dV V.
A P AS — isot isot  _ =I’1R11’1—2
1 12 T p= T v : [soterma
77777777777777777777777777777777777 1 1 T3
in T3 T
0% ncy T,
AS,, = = dT = In—=
23 j T j 7 ncy T, Isocora
p2 PN 2 Vb b))
w Ty T4
: o B 5Qp | ne, B T,
P3 = Dy 4 3 AS3, —J‘ T —j 7 dl =nc, lnF3 Isobara
V 3 T3
‘ — AS, =0  Adiabética
Vi Ve V=V, 4

o Calculo de valores numeéricos: véase mas adelante
Apartado d) Rendimiento

El rendimiento del ciclo, bajo el supuesto de que todas las etapas son reversibles, viene dado por
_w Weot ™ Wison T W oiiab

neto __ "' isot isob

Qi - Qisot

Si llamamos g (=0.40) a la fraccion del rendimiento i1deal que tenemos en
el ciclo real (irreversible), el rendimiento de dicho ciclo irreversible sera:

Nyr =9 °7]

i .
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P08.11. EXAMEN B4. CURSO 2007/2008 (CONTINUACION)

Representacion grafica y valores numéricos

4,0E+05
n (mol) = 1
1 Y= 1,40
3,5E+05 \ Ti=T,(K) = 750
p3=pas(bar)= 1,050
3,0E+05 | a=V,/Vi= 2,667
b=V,Vs= 0,900
W (J)
2,5E+05 -
SE+05 1->2 6116,0
= 2->3 0,0
Q. 2,0E+05 3->4  -488,1
& 4>1 -4605,6
1 5E+05 £= 10222
)
1,0E+05
4 3
5,0E+04 -
77 = 16,7% 77irr = 6,7%
0,0E+00 : : : : :
0,000 0,010 0,020 0,030 0,040 0,050 0,060
V (m3)

A ON =

V (m?)
0,0174
0,0465
0,0465

0,0418

Q)
6116,0
-3385,3
-1708,5

0,0
1022,2

p (Pa)
357672
134127
105000

105000

AU (J)
0,0
-3385,3
-1220,3
4605,6
0,0

TERMODITAMICA

T (K)
750,0
750,0
587,1
528,4

AS (JIK)
8,1546
-5,0887
-3,0659
0,0000
0,0
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P09.08. EXAMEN A4. CURSO 2008/2009 TERMODITAMICA

Un cilindro cerrado con un piston deslizante contiene 11.2 litros de gas ideal
a una temperatura de 273 K y a una presion de 1013.25 mb. Dicho gas se
somete a los siguientes procesos cuasiestaticos:

Proceso 1—2. El gas sufre una compresion politropica de indice £ =1.32
desde su estado inicial hasta que su temperatura alcanza 373 K.

Proceso 2—3. Una vez alcanzados los 373 K, se deja que el gas se enfrie a
volumen constante hasta que su temperatura es 298 K.

a) Dibuje esquematicamente los procesos 1—2 y 2—3 en un diagrama
de Clapeyron, justificando el signo del trabajo y de la variacion de
energia interna en cada uno de ellos.

b) Calcular las coordenadas V, P no conocidas de los estados 2 y 3
(exprese los resultados en unidades S.1).

c) Si el calor especifico a volumen constante es ¢, = SR/2 Jmol' K,
determinar la variacion de entropia del gas encerrado en el cilindro

durante el proceso 2—3. ;Qué signo y qué unidades tiene esta variacion
de entropia?

Dato: constante universal de los gases R = 8.314 J-mol-!-K-!
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B

a) Dibuje esquematicamente los procesos 1—2 y 2—3 en un diagrama de Clapeyron, justificando
' el signo del trabajo y de la variacion de energia interna en cada uno de ellos.

- P Proceso 1—2. Compresion politropica (k=1.32) desde 7; =273 K hasta 7, = 373 K.
Por ser compresion Py T crecen, V disminuye
i | = AU > 0, pues la temperatura aumenta.
= W <0, pues es un proceso de compresion.
L (o también W <0, pues la temperatura aumenta)
e
_an-Bv,_ nhi-1,
E WpolitlZ_ k—1 =nR k—1
i
0 Proceso 2—3. Enfriamiento a
2 T V' = cte desde T, = 373 K hasta
- 2 T,=298K.
g T, = W=0, pues V' = cte.
F I = AU <0, pues la
' temperatura disminuye.
. v
c 94
a ]
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B

2 b) Calcular las coordenadas 7, P no conocidas de los estados 2 y 3 (exprese los resultados en
unidades S.I).

- Calculamos el namero de moles a partir de las coordenadas V', P,, T del estado inicial

p=P 10500112456 V') P (Pa) T (K)
ey RT, 8.314-273 1 00112 101325 273
o . . 2 0,0042 367151 373
Proceso pOllthplCO 1>2 D1 Vl =D V2 3 0’0042 203327 208
L nRT,
- P70 | wRT . nRT
c | Ly =22t G =L = (nn) Y
C _nRT, 4 v,
. Pr=——F7
' & P 253
o _ 1/(1.32-1) _ 3 _ roceso 2—3 a
. V,=0.0112(273/373) =0.0042m* =V; o e
e
S Ley de los gases ideales: calculamos las presiones
d
o p2:nRT2 20.50-8.314-373:367151 Pa
F v, 0.0042
i
RT. : :
s b= nRT; 0.50-8.314-298 293327 Pa
| v, 0.0042
c
a
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B

TERMODITAMICA

¢) Si el calor especifico a volumen constante es ¢, = SR/2 J-mol'-K-!, determinar la variacion
de entropia del gas encerrado en el cilindro durante el proceso 2—3. ;Qué signo y qué

..
lg

- B

s oS0 —0000
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unidades tiene esta variacidon de entropia?

Proceso 2—3 a volumen constante —» (S = % 00, =nc, dT
S3 T3
2 0y dT dT
B e Id“j”@?
SH ip)
73
R T
v 2 T 2 T,
3 7
5 298

T,

I

AS,; ==0.5-8314-In=—=—=-2.33 J.K"
2 373

El signo negativo (disminucion de
entropia) implica que durante el
proceso 2—3 el gas ha cedido calor al

entorno



